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Resumo: A memorizacdo de formulas matematicas ainda é um problema para a
aprendizagem matematica. Justificar as férmulas matematicas é uma estratégia
que pode colaborar para melhor compreensao e aplicacdo delas, nos mais diversos
contextos. Nesse sentido, no minicurso serdo apresentadas quatro formas de justificar
a férmula da area da superficie esférica para alunos do Ensino Médio. Para tanto, serao
utilizados material concreto e imagens para auxiliar a compreensao.

Palavras-chave: Superficie Esférica, Férmula, Area.

DIFFERENT WAYS TO JUSTIFY THE FORMULA OF SPHERICAL
SURFACE AREA IN HIGH SCHOOL

Abstract: The memorization of mathematical formulas is still a problem in the learning
of it. Justifying mathematical formulas is an strategy that can collaborate for a better
comprehension and its application in various contexts. In this sense, in the short course four
ways to justify the spherical surface formulas for High School students will be presented. For
that, concrete materials and pictures to aid understanding will be used.

Keywords: Spherical surface, Formula, Area.

1- Introducdo

Segundo pesquisa realizada por Knijnik e Silva (2008), as dificuldades naaprendizagem
de Matemdtica decorrem, entre outros aspectos, do formalismo e abstracdo dessa area do
conhecimento. Complementando, os referidos autores afirmam que memorizar formulas é
um problema para muitos alunos. Um dos motivos por que a memorizacdo de férmulas é
considerada complicada decorre do nao estabelecimento de relagdes entre uma férmula e
outra e também pela apresentacao delas como algo pronto. As demonstracdes devem ser
feitas de maneira compreensivel para os alunos, nem sempre com o rigor l6gico, e, além
disso, é importante considerar os requisitos didaticos (AVILA, 2010).

Segundo Avila (2010), a reforma denominada Matematica Moderna influenciou
entre outros aspectos, na reducao das demonstragcdes apresentadas nos livros didaticos.
Alguns livros limitam-se a enunciar férmulas sem nenhuma justificativa.

) Visando buscar uma justificativa para a formula da area da superficie esférica
foi realizada uma pesquisa sobre esse tema em vinte livros didaticos de Matematica
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! do Ensino Médio. Porém, em apenas seis livros (LIMA ET AL. 2006; SCIPIONE, ORSI E
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CARVALHO, 2005; GOULART, 1999; BIANCHINI e PACCOLA, 1995; BONGIOVANNI, LEITE,
LAUREANO, 1993; MACHADO, 1988), encontrou-se uma justificativa, sendo quatro delas
distintas entre si. Nessas quatro, a ideia de limite esta presente. E importante destacar
que as justificativas ndo constituem demonstracbes, mas apenas um argumento
heuristico (LIMA, 1991). Demonstracdes sao encontradas nos livros de Calculo, como
aplicagao do conceito de Integral.

Considerando o contexto descrito, propde-se o presente minicurso que tem
por objetivo apresentar justificativas para a formula da 4rea da superficie esférica. Esse
tema foi escolhido pelo fato de muitos livros didaticos do Ensino Médio apresentarem a
referida formula sem nenhuma explicacao.

Na proxima secdo, apresentam-se, resumidamente, quatro formas de justificar a
férmula da area da superficie esférica para alunos do Ensino Médio.

2- Deduzindo a drea da superficie esférica

Diferente do cilindro e do cone, a esfera ndo possui uma superficie “desenvolvivel’,
ou seja, nao é possivel fazer cortes numa esfera e depois aplica-la sobre o plano, sem
dobrar em esticar (LIMA, 1991). Sendo assim, para calcular a area da superficie esférica,
faz-se necessario buscar métodos diferentes dos utilizados nos cilindros e cone.

A primeira justificativa baseia-se na ideia de decompor a esfera em um nimero muito
grande, n,de sélidos geométricos de forma aproximadamente piramidal, com vértice comum
no centro daesfera e cujas”bases”sdo partes da superficie esférica, partes congruentes (Figura
1). Para n muito grande, essas partes da superficie esférica sdo assimilaveis a figuras planas,
regides poligonais que sao as bases de piramides as quais os sélidos podem ser assimilados,
pirdmides de altura r (raio da esfera). A aproximacao é tanto melhor quanto maior for o
valor de n (e consequentemente menor a area da base de cada piramide) (GOULART, 1999;
BONGIOVANNI, LEITE, LAUREANO, 1993). Uma justificativa analoga é apresentada por Lima
et al. (2006), nesta ao invés de piramides consideram-se cones.

Figura 1 - Justificativa 1

A aproximagio é tanto melhor quanto maior for o valor de n (e con-
seqlientemente menor a drea da base de cada piramide, no caso).

Indicando por A, a drea da base de cada uma destas pirimides, o volume
1 3 -
de cada uma é 5 Ay - 1. Na totalidade, n - % A, que podemos fazer igual ao
volume da esfera.

_ dnr’
3

Assim, lemos: n - ; Agr

edaf, n- Ay = 4rr?
Como, para n suficientemente grande, n- A, é a drea da superficie esférica,
indicando esta drea por A, temos:

( ) Fonte: GOULART, 1999, p. 239-240.

A = 4nr?
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! A segunda justificativa parte da ideia de imaginar a esfera inscrita num poliedro

de muitas faces, todas tangentes a esfera (MACHADO, 1988). Este poliedro pode ser
visto como a unido de piramides, cada uma com base numa das faces e o vértice no
centro da esfera (Figura 2).

A terceira justificativa considera duas esferas concéntricas de raios diferentes, cuja
diferenca entre os raios é muito pequena, de forma que a diferenca entre o volume das
duas esferas seja, aproximadamente, a area da superficie esférica (Figura 3) (BIANCHINI,
PACCOLA, 1995). Esta justificativa também é apresentada por Lima (1991).
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Figura 2 -Justificativa 2

Supondo o poliedro com n faces, temos n pirdmides de alturas iguais ao raio da esfera,
r. Sejam A, A, As, ..., A, as dreas das bases das pirdmides e ¥, o volume do poliedro.
Temos:

<
]

1 1 1 1
n 3A]l’ + ——3HA1r + -;_JTAJI’ Qr oo arF —3—Anr

Va % (A + Ay +_A3 + ... + A))

Para n muito grande, ¥, ¢ aproximadamente igual ao volume V da esfera e a soma
Ap + Ay + Ay + ... + A, tende & drea A da superficie esférica. (Quanto maior o n, me-
lhores ficam estas aproximagdes.) Imaginando n “‘tendendo a infinito’’, teremos a igualdade

Uma vez que provamos anteriormente a formula do volume, V = — ar3, chegamos a

wl s

conclusao que:

W=

b
]
s
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(%rﬁ) = d4xr2.

Fonte: MACHADO, 1988, p.200.

A quarta justificativa é atribuida a Arquimedes (LIMA, 1991). A ideia baseia-se em
considerar a superficie esférica como obtida pela rotacdo de uma semicircunferéncia em
torno de um didmetro. Inscreve-se, nessa semicircunferéncia, a metade de um poligono
regular de 2n lados. Por rotacéo, essa poligonal gera uma superficie formada por n-2 troncos
de cone mais um cone no topo e outro na base. Todos os cones e troncos tém geratrizes de
mesmo comprimento. A area dessa superficie inscrita € uma aproximacao da area da esfera.
Aumentando indefinidamente o nimero de lados do poligono regular inscrito obtém-se,
no limite, a area da esfera (LIMA, 1991; SCIPIONE, ORSI e CARVALHO, 2005).

Com a discussao realizada no minicurso, visa-se possibilitar a compreensao da
formula da area da superficie esférica, tornando a aprendizagem deste tema mais

( ) simples e agradavel para os alunos do Ensino Médio.
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Figura 3 - Justificativa 3

Area da superficie esférica

Consideremos duas superficies esféricas de mesmo centro, sendo » o raio da menor ¢
7+ b o raio da maior. A regido do espago compreendida entre elas chamaremos “casca esfé-
rica”. O volume dessa casca esférica serd a diferenca entre os volumes das duas respectivas
esferas. Veja a figura.

V,=-‘-‘§"'--(r+h)’—3f§f--r3

i7 =% (IR b3 BB - )
V. =% S b+ 3r B+ B
Dividindo os dois membros por b, temos:
%’:—ﬂ (32 + 3r- b+ b

Vamos agora fazer # “diminuir cada vez mais”, ou seja, vamos diminuir cada vez mais a
espessura da “casca esférica”.

Fazendo “} tender a zero”, a expressio % do primeiro membro €, por definigio, a drea

Ja superficie esférica de raio 7.
Dessa forma, chamando de A, a drea da superficie esférica, temos:

A= 32134 1
3 0 0
1

4, = % -_'3;‘2 = A, =4y’
1

Entio concluimos:

A férmula que fornece a 4rea de uma superficic esférica de raio 7 é:

A, = 47r? unidades

Fonte: BIANCHINI, PACCOLA, 1995, p. 257.
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