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Resumo: O objetivo deste trabalho é analisar algumas provas feitas por 35 alunos do
3°ano do Ensino Médio do Instituto Federal Fluminense — campus Cabo Frio. Para tal
utilizamos a tipologia de Balacheff, no qual diferencia as provas matematicas em duas
grandes categorias: as provas pragmaticas (mais ligadas a manipulagdo e a exemplos) e
as provas intelectuais (que se distanciam dos exemplos e utiliza-se mais de abstracao).
Entre as provas pragmaticas, Balacheff distingue trés niveis: o empirismo ingénuo, a
experiéncia crucial e o exemplo genérico e, dentre as provas intelectuais, ele destaca a
experiéncia mental. Foram utilizados esses niveis para classificar as provas dos alunos
e assim compreender um pouco mais acerca de seus raciocinios e justificativas. Dos
dados analisados, observou-se que a maioria das provas realizadas por esses alunos
ficam entre empirismo ingénuo e experiéncia crucial.

Palavras-chave: Prova Matematica, Classificacdo de Provas, Balacheff.

CLASSIFYING SOMETESTS ACCORDING TO BALACHEFF'STYPOLOGY

Abstract: The objective of this paper is to analyze some tests made by 35 students of the
senior year of the High School of the Institute Federal Fluminense - campus Cabo Frio.
Therefore, we used the typology of Balacheff, which differentiates mathematical tests into
two broad categories: pragmatic evidence (more related to handling and examples) and
intellectual evidence (which is distant from the examples and uses up more of abstraction).
Among the pragmatic evidence Balacheff distinguishes three levels: the naive empiricism,
the crucial experience and the generic example and among intellectuals evidence he
highlights the mental experience. These levels were used to classify the evidence of the
students and so understand a little more of their reasoning and justifications. Data analysis
showed that most of the evidence held by these students is between naive empiricism and
crucial experience.

Keywords: Mathematical Test, Tests Classifying, Balacheff.

1. INTRODUCAO

A prova matemdtica tem sido alvo de discussdes e reflexbes de diversos

profissionais como: matematicos, l6gicos, filésofos e educadores matematicos (vide

) esta discussao em DA SILVA, 2011). Por exemplo, pode-se refletir até que ponto as
representacoes visuais podem ser consideradas uma prova matematica. Essa discussao
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preciosos para a prova, como é seu papel tradicional, como

7, 8 e 9 de novembro de 2013 facilitadores da compreensdo matematica em geral. No
outro extremo estdo aqueles que afirmam que algumas

Em um extremo estdao aqueles que dizem que as

! encontra-se, por exemplo, em (HANNA; SIDOLI, 2007, p.74):

representacdes visuais nunca podem ser mais que auxiliares

representagdes visuais podem constituir prova em si,
tornando qualquer outra prova tradicional desnecessaria.
Entre esses dois extremos podemos encontrar uma
variedade de posi¢cdes que sdao mais sutis, ou que parecem
simplesmente menos claras. (HANNA; SIDOLI, 2007, p.74)

Encontram-se outras discussdes em relagao ao préprio conceito de prova e até
mesmo quanto a classificacdo destas, que serd abordado no tépico de referenciais
tedricos. E muito importante refletir sobre este tema também do ponto de vista da
Educacdo Matematica, no caso particular do ensino e aprendizagem, que é o foco deste
trabalho, visto que observando a produgao dos alunos em relacdo a prova matematica
pode ser um grande ganho para o professor compreender melhor seus alunos e até
mesmo refletir sobre a propria pratica.

Foi aplicado um questionario, que serd apresentado no topico sobre o trabalho de
campo, a uma turma de 3° ano do Ensino Médio, no qual constam algumas afirmacoes e
é solicitado que o aluno justifique de maneira mais rigorosa possivel, ou seja, esperava-
se uma prova matemadtica.

Para a analise dos resultados, utilizou-se a tipologia segundo Balacheff (1988). E ao
final do trabalho encontram-se algumas conclusdes esperando ajudar aos professores
e seus alunos.

O objetivo deste trabalho é classificar a producdo de provas feitas por alguns
alunos do Ensino Médio do Instituto Federal Fluminense - campus Cabo Frio.

2. REFERENCIAIS TEORICOS

Nessa secao serdo apresentados alguns dos referenciais tedricos utilizados para a
reflexdo das respostas dos alunos.

2.1 SOBRE A PROVA MATEMATICA

Sobre o conceito de prova matematica, Rota defende a prova matematica do ponto
de vista formal, ndo s6 por dizer que: “Todo mundo sabe o que é prova matematica. A
prova de um teorema matematico é uma sequéncia de passos que conduz para uma
conclusdo desejada. (ROTA, 1997, p.183)", mas também por dizer que“A expressao“prova
correta” é redundante. Prova matematica nao admite graus. (ROTA, 1997, p.183)", ou
seja, se a prova nao admite graus, ndo poderia ser classificada em tipos como Balacheff
(1998) o fez.

Por outro lado, Dawson defende uma proposta diferente para o conceito de prova
matemadtica, dizendo que:
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absolutamente precisa: E uma sequéncia de férmulas
bem definidas, onde ao fim o teorema é provado e

c cada um dos passos € ou um axioma ou o resultado
da aplicacdo de uma regra de inferéncia as férmulas

7. 8 e 9 de novembro de 2013 anteriores, em sequéncia. Nao devemos, entretanto,
adotar essa definicdo. Preferencialmente, pegaremos
uma prova para ser um argumento informal cujo
objetivo é convencer aqueles que se esforcam para
verificar que certa afirmacdo matematica verdadeira
(e, idealmente, para explicar porque é verdadeira)
(DAWSON, 2006, p.270).

! Para teorias formalizadas, a nocdo de uma prova é

Além disso, Dawson explica que se as aten¢des fossem voltadas apenas para as
provas formais, seria excluida a maior parte das reais provas usadas, visto que sdo poucas
as teorias matematicas formalmente axiomatizadas. Enfim, Dawson defende a prova
informal como a prova mais produtiva e sendo um argumento capaz de convencer uma
comunidade matematica:

Quem pode dizer, por exemplo, que uma prova agora
aceita como vdlida ndo serda um dia considerada
deficiente? E se argumentos defeituosos ndo tém
qualquer validade, porque é que muitos deles acabam por
serem reparados para conter, por assim dizer, um “germe”
de verdade? A definicdo de um prova informal como um
argumento convincente, a ser realizada por consenso da
comunidade matematica em um dado momento, implica
que uma prova pode nao ser valida para todos os tempos,
um ponto de vista que, embora em desacordo com a
concepcao formal, € o Unico que parece historicamente
defensavel. (DAWSON, 2006, p.272).

No proximo tépico (2.2) encontra-se qual foi a tipologia utilizada para classificar
as provas dos alunos.

2.2 TIPOLOGIA DE BALACHEFF

Antes de apresentar a tipologia de Balacheff (1988) propriamente dita, é
importante ressaltar que as ideias de Balacheff ndo se opdem as ideias defendidas por
Dawson (2006), visto que ele defende a prova matematica como argumento informal,
cujo objetivo é convencer outras pessoas de que certa afirmacdo matematica é
verdadeira. Esse é o caso das produc¢des de provas feitas por alunos, visto que em geral
nao se produz provas formais na sala de aula do Ensino Basico e por este motivo foi
utilizada a tipologia de Balacheff.

Davis (1993) também argumenta a favor das provas ditas informais, ja que:

A formalizacdo dita cima, nas linhas de Hilbert, é longa, chata,
ante-intuitiva, pouco convincente e um absoluto horror
estético. Pessoas que tentaram ensinar geometria elementar

com um alto nivel de rigor cavaram um poco de instrucao.
( ) (DAVIS, 1993, p.335)
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defendida pelos autores Dawson e Davis, utilizaremos Balacheff para classificar essas
provas informais feitas por alunos.

Balacheff, na sua tese, defendida em 1988, diferencia as provas em duas categorias
que intervém na aprendizagem da demonstragao:

FIQY

7, 8 e 9 de novembro de 2013

! Ou seja, defendendo a prova matematica como a prova matematica informal,

* As provas pragmaticas, que sao provas baseadas em manipulagées ou exemplos.
Estas sao distinguidas em 3 niveis por Balacheff:

= O empirismo ingénuo: Nao aparecem indicios de processo de validacao.
Geralmente a afirmacdo é obtida a partir de alguns casos. Esse nivel se
caracteriza por verificar a validade de um enunciado por meio de exemplos.

= A experiéncia crucial: Esse nivel se caracteriza pela verificacdo de uma
proposicao por meio de um caso no qual nao se hesita em dizer que se a
proposicao é verdadeira neste caso, ela funcionarad sempre. Distingue-se do
empirismo ingénuo, pois na experiéncia crucial o exemplo utilizado é pouco
particular e conhecido.

= O exemplo genérico: Aqui ha a explicacao das razdes da validade da
afirmacdopormeiodeumobjetoseguidadeumageneralizacdo,ouseja,ainda
é uma demonstracao particular, mas que vale para toda classe representada.

* As provas intelectuais, que se caracterizam pelo distanciamento em relagao
a acao. Dentre as provas intelectuais ele ressalta:

= 0 experimento mental: Invoca a acao, interiorizando-a e afastando-se de
sua realizacao sobre um representante particular.

3. METODOLOGIA

A metodologia utilizada para a elaboracdo deste trabalho foi de uma pesquisa
bibliografica associada a uma qualitativa por meio de andlise de producao dos alunos.

Com o objetivo de classificar algumas provas elaboradas pelos alunos segundo
a tipologia de Balacheff, foi elaborado e aplicado um questionario com 14 itens sobre
diversos conteldos ja estudados anteriormente ou no Ensino Fundamental ou no
préprio Ensino Médio.

O questionario foi aplicado a uma turma do 3° ano do Ensino Médio, no qual 35
alunos participaram da aplicagao. Essa turma foi escolhida por estar no 3°ano do Ensino
Médio (ultimo ano que estudam matematica, ja que no 4°ano nao hd matematica’ dentre
as disciplinas) e também porque um dos pesquisadores era seu professor. Os alunos
tiveram dois tempos de aula (uma hora e quarenta minutos) para fazer as questoes e
fizeram a atividade individualmente.

Elaborou-se um questiondrio com as seguintes questoes:
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! Explique o maximo possivel por meio de figuras, palavras ou simbolos:

1) Prove que a soma dos angulos internos de um poligono de n lados é dada pela
férmula (n-2). 180°.

7, 8 € 9 de novembro de 2013 2) Prove que a soma das medidas dos angulos internos de qualquer triangulo é igual a
180°

3) Prove que a soma das medidas dos angulos externos de um triangulo é igual a 360°
4) Prove que o numero de diagonais de um poligono convexo de n lados é dado pela
féormula n(n-3)/2.

5) Prove que a medida de um angulo inscrito numa circunferéncia é igual a metade da
medida do arco compreendido entre seus lados.

6) Prove que a soma de dois nimeros pares pode ser dividida em duas partes iguais.

7) Prove que o quadrado de um numero par é par.

8) Prove que se p? é par entao p é par.

9) Prove que o conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.

10) Prove que o produto de um ndmero par por um ndmero impar sera par.

11) Demonstre a “férmula de Bhaskara”

12) Demonstre o teorema de Pitagoras.

13) Verifique se é verdadeira ou falsa a afirmacdo: “n? —n +41 é um numero primo para
n natural”.

14) Prove que se um triangulo possui dois lados congruentes terd como consequéncia

dois angulos congruentes.

4. ANALISE DE RESULTADOS
O objetivo é classificar as produc¢des dos alunos segundo a tipologia de Balacheff.
Para alcancar tal objetivo construimos um quadro resumo das classificagdes das

provas feitas pelos alunos (QUADRO 1) e apresentamos algumas dessas provas para
apreciacdo de como foram feitas as classificacdes.
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! Quadro 1 - Andlise Quantitativa das Categorias e Niveis de Prova.

Questoes Provas Pragmaticas Provas Dados insuficientes

Intelectuais | para categorizar ou
nio fez a questdo
Empirismo | Experiéncia | Exemplo | Experimento
7, 8 e 9 de novembro de 2013 ingénuo crucial genérico mental

1 11 3 3 1 17

2 9 3 5 0 18

3 8 3 1 2 21

4 2 2 0 0 31

5 0 0 0 0 35

6 0 0 0 0 35

7 6 7 0 0 22

8 0 0 0 0 35

9 0 0 0 0 35

10 0 0 0 0 35

11 1 0 0 1 33

12 3 2 0 0 30

13 4 6 0 0 25

14 0 0 0 0 35

Infelizmente ndao houve dados suficientes para analisar resultados das questoes
5,6, 8,9, 10 e 14. Talvez tenha ocorrido isso pela dificuldade dessas questdes ou até
mesmo pelo ndo conhecimento prévio de tais assuntos (pelo menos nao da forma que
estd sendo solicitado para demonstrar).

Importante ressaltar que apareceram muitos resultados interessantes para
analise e que apenas algumas respostas de certas questoes foram escolhidas para este
artigo. Escolhemos algumas provas das questées: 1, 2 e 3, por apresentar os trés niveis
da tipologia de Balacheff.

Nas analises das respostas, os alunos tiveram seus nomes descritos por letras do alfabeto.

Na andlise da questdao 1, apresenta-se a prova desenvolvida pelo <aluno-A>
(Figura 1) e pelo <aluno-B> (Figura 2).

12 resposta escolhida:

Figura 1 - Prova da Questdo 1 desenvolvida pelo <aluno-A>.
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o raciocinio dele é geral, por este motivo a classificacdo desta prova é exemplo genérico.

! Apesar do <aluno-A> ter utilizado um caso particular, um octégono, observou-se que

22 resposta escolhida:
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Figura 2 - Prova da Questéo 1 desenvolvida pelo <aluno-B>.
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Observou-se que esse aluno utilizou um poligono provavelmente bem conhecido
por ele desde o Ensino Fundamental para justificar uma afirmacao geral. Por isso a
classificagdo é empirismo ingénuo.

Na analise da questdo 2, apresenta-se a prova desenvolvida pelo <aluno-C>
(Figura 3), <aluno-D> (Figura 4) e pelo <aluno-E> (Figura 5).

12 resposta escolhida:

Figura 3 - Prova da Questéao 2 desenvolvida pelo <aluno-C>.

R‘-ﬁ%md,_h &n QJV')SAJ—A?\ de @;MJ%J‘ :
. : ,-‘-—B’ )
ey

U3 a e, o A% B <= 130

A classificacdo desta prova é exemplo genérico, visto que nao foi colocado um
valor especifico para os angulos, mas variaveis.

22 resposta escolhida:

Figura 4 - Prova da Questdo 2 desenvolvida pelo <aluno-D>.
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! Na primeira parte da prova, pode-se classificar como exemplo genérico, visto que

faltou justificar o porqué o x aparece, mas na parte que o aluno utiliza o quadrado para

justificar poder-se-ia classificar como empirismo ingénuo, visto que se utilizou de um
caso particular muito conhecido.

7, 8 e 9 de novembro de 2013 .
3aresposta escolhida:

Figura 5 - Prova da Questdo 2 desenvolvida pelo <aluno-E>.
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Observou-se que o aluno fez mais de um exemplo e que nao sao tdo particulares
e conhecidos assim, por isso a classificacdo como experiéncia crucial.

Na analise da questao 3, apresenta-se a prova desenvolvida pelo <aluno-F>
(Figura 6).

Figura 6 - Prova da Questdo 3 desenvolvida pelo <aluno-F>.
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O aluno conseguiu fazer uma demonstracdo geral, sem utilizar quaisquer
representantes particulares, argumentando de forma eficaz e convincente, por isso a

( ) classificacdo como experimento mental.
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m O| 5. CONCLUSOES
c Classificando as provas feitas por alunos, observou-se uma grande quantidade de

dados insuficientes ou de alunos que nao fizeram as demonstragdes, o que provavelmente
demonstra a grande dificuldade é fazer uma demonstracdo. Ao classificar as demonstragoes
,acredita-se compreender seus raciocinios e com isso o professor pode buscar uma melhor
forma de ensinar e de fazer com que o aluno aprenda matematica e a provar em matematica,
visto que argumentagdes e justificativas sdo importantes até mesmo para o dia a dia.

Com as analises dos resultados, pode-se observar que poucas foram as provas
classificadascomoexperiénciamental (apenasquatrodentretodasasprovasapresentadas),
nove foram classificadas como exemplo genérico, mas a maioria (dentre as que puderam
ser classificadas) foram classificadas como empirismo ingénuo e experiéncia crucial, o que
pode significar que professores devem trabalhar para conseguir que os alunos também
justifiquem com o exemplo genérico e com o experimento mental.

Diante dessas anadlises, o professor da turma concluiu que se deve trabalhar
demonstracdes matemadticas em sala de aula, criando um ambiente propicio para
argumentacoes e provas serem produzidas.

Ele ressaltou, também, que alguns desses conteddos, como por exemplo,
geometria bdasica, a Ultima vez que os alunos tinham estudado havia sido no Ensino
Fundamental, e outros tépicos, como “férmula de Bhaskara’, os alunos haviam estudado
com ele, inclusive a demonstracdo, no 1° ano do Ensino Médio. Mas, de toda forma,
acredita-se que os alunos possuiam os pré-requisitos necessarios para demonstrar
qgualquer das demonstracdes apresentadas no questionario, o que levou a uma reflexao
sobre aprofundar certos contetidos em sala de aula.

Provas matematicas devem também ser discutidas em sala de aula, visto que
compreender o porqué uma afirmacéo é verdadeira e ndo apenas a aceitar por meio de
um ou mais exemplos. Assim, pode-se favorecer o aprendizado e a compreensao dos
alunos para uma matematica que seja Util e interessante.
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