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Resumo. No presente trabalho é apresentado um modelo tridimensional em coordenadas
cilindricas de difusdo aplicada a eletrodidlise fundamentado no trabalho de Oliveira e co-
laboradores (Oliveira et al., 2013). O modelo tem como objetivo a aplicacdo em sistemas in-
dustriais de eletrodidlise. A eletrodidlise é o processo de separagdo eletroquimico baseado em
membranas de troca idnica mais amplamente empregado no tratamento de efluentes de origem
industrial. Utilizando-se da aproximacdo de Campo Médio, o modelo matemdtico proposto
neste trabalho apresenta solugdo analitica, possibilitando uma andlise detalhada do compor-
tamento da difusdo no processo industrial e abrindo a possibilidade de uma futura otimizagdo
do processo de separacdo a partir de possiveis alteracdes nas propriedades fisicas e quimicas
das membranas.

Palavras-Chave: Difusdo, Eletrodidlise, Modelo Tridimensional, Regime Estaciondrio, Separacdo
por Membranas, aproximacdo de campo médio.

1. INTRODUCAO

Grande parte dos processos de separacdo de membranas se baseiam no fendmeno de di-
fusdo envolvendo uma barreira seletiva no meio, que propde a purificacdo e separacdo de
substancias(Baker, 2012). Uma operac@o muito usada no ramo industrial dentre esses proces-
sos de separacdo € a eletrodialise, que trabalha com a difusdo em uma solucao i16nica quando se
aplica um campo elétrico, tendo assim a indu¢@o de fons no meio. Essa operagdo unitdria vem
sendo amplamente aplicada em diversos sistemas, como o tratamento de efluentes industriais
e a dessalinizacdo da dgua, devido a eficiéncia seletiva das membranas. Estudos envolvendo a
eletrodialise iniciaram-se em 1890 (Baker, 2012).

Para analisar o fendmeno de difusdo e as equagdes que regem esse movimento, pode-se
considerar o transporte de fons no estado estaciondrio, ou seja, fazer a consideracdo de que a
concentracao de uma determinada substincia ndo vai depender do tempo - a concentragdo do
meio serd apenas vinculada a posi¢ao do meio (Scott, 1995).
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Quando se analisa a difusdo no regime estaciondrio através de um cilindro, considera-se
a relacdo entre a concentragdo e a posi¢ao no meio descrito pelo modelo de difusdao em trés
dimensdes. Ao aplicar um campo radial e fazendo a ponderacao de que a concentra¢io nao sera
varidvel com a posi¢do angular, pode-se observar o comportamento das particulas idnicas no
ambito axial e radial do meio cilindrico.

Por fim, o principio deste artigo € analisar esse fendmeno de difusdo através de membranas
catiOnicas e anidnicas quando se aplicado um campo elétrico e assim como, observar o compor-
tamento da concentra¢do no meio cilindrico para prever o modelo de difusdo quando operado
um campo radial na solu¢do i0nica.

2. O TRANSPORTE IONICO NO REGIME ESTACIONARIO

O transporte de materia € acontece de varias formas, o caso and6malo requer tratamento
especial (Almeida & Oliveira, 2018). O modelo estudado baseia-se no modelo proposto em
(Sistat & Pourcelly, 1999) e aprimorado por Oliveira et al. (2013); Vieira & Oliveira (2017). O
transporte i6nico de uma membrana em regime estaciondrio em trés dimensoes através de uma
membrana é representada pela seguinte equacdo diferencial (Vieira & Oliveira, 2017)

F—= —
\V CK—ZKRTE()VCK:O (1)
O laplaciano em coordenadas cilindricas € dado por
10 ( Of 10%f  Of
2
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substituindo o laplaciano (eq. 2) na equacdo de transporte i0nico (eq. 1), tem-se
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Desconsiderando-se efeitos gravitacionais, e considerando-se um campo (ﬁ) com dire¢do em
7(camp0 radial). Para solucdo faz-se o uso da aproximacdo de campo médio Oliveira et al.
(2013), assim para uma dada corrente o campo € considerado constante, Fjy=constante. O
esquema da membrana pode ser visto na figura (1), assim temos que

— — 0
Ey - VCK—an

Portanto, a equacao de transporte serd dada por

Ck “)
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A solucdo da eq. (5) pode ser encontrada supondo que

Ck(r,z) = R(r)Z(2)S(0). (6)
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Figura 1- Modelo geométrico da membrana.

Uma vez que a gravidade € desconsiderada, entdo a concentracdo nao deve depender de
6, assim S(#) = 1, logo temos que Ck (7, 2) = R(r)Z(z). Através do método de separacdo de
variaveis para a equagdo parcial linear de segunda ordem (Boyce & Di Prima, 2010) tém-se que

1 d? 1 1 F d —1 d?
- — (- —Zy—FE))— R=—— 7
rar TR G I B g B =g g @)
Ambos lados da equacdo 7 devem ser constantes, neste caso, nomeada A
1d2R—|—1(1 7 FE)dR—_1d2Z—)\ 8)
Rdr2 "Ry “FRT T ar T Zd27
2.1 Solucao Axial
Na direcdo axial temos
-1 d?
— 7 =\
7 dz? A ®)

Sabe-se que a solugdo para A < 0 implica em funcdes ndo limitadas, e que para A > 0 temos
como solugdo a base de senos e cossenos. Assim, escolhemos A > 0 =\ = )\fn. Portanto
temos como solucao

Z(z) = A, cos (A, z)+ A, sen(A  z) (10)

2.2 Solucao Radial

1 d&? 1 1 F d
Rar TR G Ay Bo ) gy =2 (an
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Como A > 0 =\ = \? entdo

1 d? 1 1 F d
Y R (CZkt By )L R= 2 12
R dr? R+R(r KRT O)dTR m (12)

Considerando a parte constante da equacdo com uma constante, ax = Z K%Eo , tem-se:

d? 1 d
WRnL(;—aK)%R—)\fnR:O (13)

o
A solugdo pode ser escrita na forma R,,, , = Y @, ,7" , tem-se como coeficientes da série
n=0

2
ANy + Amam,(n—l)

= 14
am,(n+1) (n_'_ 1>2 ( )
3. CONDICOES DE CONTORNO
A concentracdo é dada por
C(r,z) = Z By Con (7, 2) (15)

m=1

Onde temos que C,,, (1,2) =R, (r)Z,, (2).

As condi¢des de contorno para uma membrana cilindrica sdo:

Ck (ra,2) = C, f(2) de forma tal que Ck (r,, z) = C4

Ck (ry, 2) =pz, de forma tal que Ck (14, 2) = Co,

C K (7’ s h) =0

C K (7’ ) O) =0

Essas condi¢es podem ser facilmente reproduzidas definindo uma nova varigvel, Cx (r,z) =
%. Onde r, representa o raio interno e 7}, representa o raio externo do cilindro.
3.1 Direcao axial

Dado as condi¢des de contorno, tem-se que

Am h=sin™" (0) . A, = (16)

Portanto, a solucdo para a direcio axial €

mm

Zm(2) = A sin(Tz) (17)
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3.2 Direcao radial

A solucao geral deve obedecer as condi¢des de contorno, portanto
z) = Z B,.Cy(a,z) = Cy. (18)
m=1

Essa condi¢do € automaticamente satisfeita usando-se C’K(a, z) = 0, para isso devemos ter
Um0 7 0. Parar = b, temos que C' (5, 2) = £, logo

ék(rb, z) = Z Z(rb)”amvn/lm sin(%z) _Z (19)

Pode-se considerar a unidade na forma de uma série Icropera & DeWitt (2012), onde temos
que

= 2(=1)m  mmz
= 20
mz_l - sin( - ) (20)
entdo podemos concluir que
> 2(—1 m—1
S ()t Ay = 2 @1
—~ mh

Assim, a expressdo geral para A,, é dada por

2(—1)m-1
hm{ f;o (1)}

A, = (22)

A concentracdo média no raio interno €

h 00 0
med C’l / ZZ (ra)" @mnAm sm( ; ) (23)

m=1 n=0

portanto

- %ii ol CU™ ), 24)
{ngoam,n(rb)n}

Assim, a escolha de g determina (', j4 que os demais valores de a,, ,, sdo fungdes do campo
exerno representado por « e das demais condicdes de contorno, representadas por A,
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Figura 2- C1(z,7) pararg = 5,75 = 10, h = 10, @ = 1072, a0 = 3.
3.3 Resultados Numéricos

Na figura (2) temos a concentragdo C’l(z, r) em fungdo do raio r e da altura z. Para os
parametros da figura, observa-se que C’l(z, ) tem um comportamento monotonico em rela¢ao
ao & variacdo do raio mas 0 mesmo nao ocorre em relacdo a variacdo de z.

Nas figuras (3) a (5) tem-se os valores médios da él(z, r) em funcdo do raio r e da altura
z (média em z e r espectivamente). Para os parAmetros das figuras, nota-se que med(C, (z, 7))

em z fica mais concentrado na vizinhanga de 7 = 7, na medida que a razdo %> cresce. Ja a
med(C4(z,7)) em r fica mais concentrado na vizinhanga de z = h na medida que a razio

- h
diminui. Na figura (6) vemos a representagio grafica de C;(z,r) em R3,

0.067

Cmed(r)

(a) Média em z em funcdo de 7. (b) Média em r em fungdo de z.

Figura 3- Valor médio de C’l(z, r)parar, = 5,7, = 10, h =10, @ = 1072, a0 = %

4. CONCLUSAO

Neste trabalho, € apresentada uma generaliza¢dao do procedimento apresentado em (Oliveira
et al., 2013) para trés dimencdes em coordenadas cilindricas no caso de campo radial. Foi
Encontrada analiticamente a solu¢do do modelo de difusdo através de uma membrana de troca
cationica, na aproximac¢ao de campo médio. A geometria estudada permite uma associacdo
direta com equipamentos industriais. Para uma condi¢c@o de contorno especifica e para uma
dada geometria, € possivel estudar a variacdo da concentragdo para qualquer parametro e assim
tentar estabelecer uma conexao entre modelo e experimentos.
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(a) Média em z em funcdo de 7. (b) Média em r em fungdo de z.

Figura 4- Valor médio de C1(z,7) pararq = 5,7, = 10, h = 100, a = 1072, a0 = 3.
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(a) Média em z em funcdo de 7. (b) Média em r em fung¢do de z.

Figura 5- Valor médio de C’l(z, r) pararq = 50, 1, = 100, h = 10, o = 1072, Um0 = %

(@) h =10 (b) h = 100.

Figura 6- C’l(z, 1) como fungdo de r € z parar, = 5, 1, = 10, h = 10, a = 1072, a0 = %
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Diffusion on a cylindrical membrane within a radial field

Abstract. The present work presents a three-dimensional model in cylindrical coordinates of
diffusion applied to the electrodialysis based on the work of Oliveira et al. (Oliveira et al.,
2013). The model aims at the application in industrial systems of electrodialysis. Electrodialy-
sis and the electrochemical separation process based on ion exchange membranes more widely
used in the treatment of effluents of industrial origin. Using of the Mean Field Approximation,
the mathematical model proposed in this paper presents analytic solution, making possible
a detailed analysis of the diffusion behavior in the and opening up the possibility of further
optimization of the separation process from possible alterations in the physical and chemical
properties of the membranes.

Keywords: Diffusion, Electrodialysis, Three-dimensional Model, Stationary Regime, Separa-
tion by Membranes, Mean Field Approximation.
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