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Resumo. Neste trabalho estudamos a equagdo de Landau-Levich, no caso estaciondrio. A
equacdo modela espessura de filme finos sob superficies em movimento e pode ser considerada
como um caso particular de difusdo modelada por equacées diferenciais de ordem superior.
Utilizamos o método de Optimizag¢do de Pardmetros para a solugdo da equagdo em dois casos
distintos. O método se mostrou eficaz para resolucdo desse tipo de equagdo ndo linear.

Palavras-Chave: Difusdo, equagdo de Landau-Levich, Escoamento de filmes finos, método de
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1. INTRODUCAO

O movimento Browniano foi primeiramente estudado matematicamente por Thiele (Thi-
ele, 1880, 1903), onde ela deriva o movimento Browniano com incrementos e variancias in-
dependentes e normalmente distribuidos, além de descrever procedimentos computacionais
recursivos para filtragem e previsdo (filtro Kalman (Kalman & Bucy, 1961)). O termo pro-
cesso estocastico nasce devido ao uso de técnicas de andlise de flutuagdes aletdrias aplicadas
ao Mercado de Opgoes na tese de doutorado de Louis Bachelier em 1900 sobre “a teoria De
especulacao”(Bachelier, 1900). Posteriormente e de maneira independente, Albert Einstein em
1905 (Einstein, 1905) relacionou o movimento erratico de graos de plen a uma modelagem ma-
temdtica com foco nos incrementos e variancias, o que indiretamente confirmava a existéncia
das moléculas e dos d&tomos. Essa ferramenta matemaética tornou-se util para anélise de diversos
fendmenos naturais e aplicacdes em Engenharia e entre outros (Vlahos & Isliker, 2008; Oliveira
et al., 2013; Sistat & Pourcelly, 1999).

Apesar do grande sucesso da Teoria Estocéstica, nem todos os fendmenos seguem distribuicoes
normais. Até mesmo o caso do mercado de acdes ndo se ajusta em modelos gaussianos, como
frisou Sornette (Sornette, 2003) “large market drops are “outliers” and that they reveal fun-
damental properties of the stock market”, cuja traducgdo literal € “Grandes quedas do mercado
sdo “pontos fora da curva’que revelam propriedades fundamentais do mercado de acdes”. Na
extensa obra do Fisico erradicado no Brasil Constantino Tsallis existem vérios exemplos onde

Anais do XXI ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Biizios, RJ — 08 a 11 Outubro 2018



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Biizios - RJ

a l6gica Browniana falha (Tsallis and Bukman, 1996; Tsallis & Lenzi, 2002) (e referéncias des-
tes) e com varias comprovagdes experimentais e/ou computacionais (Combe et al., 2015; Ott et
al., 1991; Peng et al., 1993; Solomon et al., 1993; Bardou et al., 1994; Zaslavsky et al., 1994;
Klafter & Zumofen, 1994). Ja em 1937, Muskat apresenta em seu livro resultados que apontam
para a necessidade de um tratamento matemaético diferente no estudo do transporte de um fluido
compressivel por meio de um meio poroso, como fica evidente na equagao (5), da pagina 132
da referéncia (Muskat, 1937). Atualmente, sabe-se que a difusdo andmala € o processo que go-
verna varios sistemas, desde as batidas do cora¢dao de um individuo (Peng et al., 1993), passando
por sistemas bioldgicos simples (Paiva et al., 2013; Miramontes et al., 2014) com aplicacdes na
area da atde no estudo do cancer (Paiva et al., 2009) e no estudo da arterioesclerose (Hidalgo
& Tello, 2017), sistemas fisicos de grande magnitude como difusiao de ondas sismicas (Wegler,
2004), ou em escala muito maior das poeiras estelares (Hughes & Armitage, 2010). Como ob-
servado por Tsallis (Tsallis and Bukman, 1996; Tsallis & Lenzi, 2002), a frequéncia com que a
difusdo andémola, ou nao convencional, € a abordagem adequada € tao grande que nao podemos
considera-la como um mero “desvio da curva’ou “outliers”, sendo necessaria portanto haver
uma teoria subjacente, e a proposta do Tsallis é a da Mecanica Estatistica ndo Extensiva.

Neste trabalho, mostra-se que a equagao de Landau-Levich (Landau & Levich, 1942) para
filmes finos pode é um caso particular da equagdo de padriao de lubrificacdo (Myers, 1998),
tendo como resultado principal a soulug¢do via Métos de Otimizacao de parametros (Oliveira,
2019). A principal vantagem do método € a sua facilidade de implementacao e de ser aplicdvel
a qualquer equacdo diferencial com problema de contorno que seja soldvel via integradores
usuais.

2. DIFUSAO ANOMALA VIA DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

Em geral, a introducdo da tensdo superficial na teoria padrio de lubrificagdao (Myers, 1998)
leva a uma equacao parabdlica ndo-linear de quarta ordem do tipo

3 93 2
oh a{cm/ah 8h8iL} 0

o o\ “3am H g o)

onde h = h(x,t) é a altura do filme de fluido. No caso estacionario, e equg¢do é de terceira
6rdem, dada por

h? 93h Oh 0°h

3 0x3 )

onde KA € uma constante. Esta equagao foi usada para modelar fluxos de fluidos em vérios casos,
como revestimento, drenagem de espumas entre outros (Myers, 1998, 1996) . A abordagem de
Bevilacqua e colaboradores (Bevilacqua et al., 2011a, 2013, 2016, 2011b) € na verdade um
caso particular desse tipo de processo, que pode ser modelado, em sua forma mais geral, pela
equacgao de ordem superior (Tehseen & Broadbridge, 2012) dada por

3 2
mk_a{G oh 8hah}

onde G(h) é uma funcao de h.
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No caso em que G(h) = —ky, e f(h, 28 50) = ky 2" onde k; e k4 sdo constantes, temos a
equacgdo

oh el o*h

Frie kQ@ - k4@, “)
proposta por Bevilacqua e colaboradores para processos de difusdo andomola (Bevilacqua et
al., 2011a,b, 2013, 2016). Como observado por (Almeida & Oliveira, 2018), ela representa
difusdo andmola mas nio pode ser considerada como sendo deduzida a partir de um processo
com reten¢do. Um grande problema para este tipo de equacdo é que as solugdes nem sempre
permanecem positivas e a entropia do sistema nem sempre € crescente, portanto as escolhas
de G e f devem ser criteriosas, como aponta Tehseen e Broadbridge (Tehseen & Broadbridge,
2012). Esse tipo de abordagem tem atraido atencao de pesquisadores brasileiros, principalmente
pela facilidade de realizagdo numérica (Bevilacqua et al., 2011a,b, 2013, 2016).

Seguindo nesta linha, como caso particular, o problema de modelagem para filmes finos tem

sido objeto de estudo.

2.1 Equacao para filmes finos no regime estacionario

A Eq. 3 em seu regime estaciondrio € dada por

0 3h oh O0%h

A equacdo de Landau-Levich, originalmente deduzida em (Landau & Levich, 1942), € ob-
tida fazendo-se G(h) = Ch?, e f = 3U(ho — h) e dada por
0 Oh

—_— 3_ —_— =
o {Ch o5 1 3Uhs 3Uh} 0 6)

onde C € o inverso do nimero de capilaridade, h, € a espessura de equilibrio do filme e U € a
velocidade do banho, suposta constante.

3. METODOS

Pararesolver a equacao de Landau-Levich, utilizamos o método de otimiza¢ao de Parametros
(Oliveira, 2019). Consideramos o estado estacionario regido pela Eq. 6, da qual diretamente
obtemos

JO%h
Ch %+3Uhoo—3Uh = K. @)

onde x € uma constante qualquer.

As condi¢des de contorno foram fixadas para = € [0, 1], sendo conhecidas h(0) = a e
h(1) = b. E de valores deconhecidos /'(0) = h'(1) = py e h”(0) = 2. Apesar de em condi¢des
ideais h., ser um parametro dado, consideramos 0 mesmo como um valor a ser buscado, uma
vez que nem sempre € possivel saber ao certo qual € este valor.

Primeiramente, reescrevemos a Eq. 7 fazendo Y;(z) = h(z), Ya(x) = K(x), Ys3(z) =
h”(z), e obtemos o PVI:
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Yy | = ¥ €))
! U 3Uhe
Y3 oy " oyp TR

O vetor inicial é

Y1(0) a
Y2(0) | = | po (€))
Y3(0) z

sendo z, pgy € h, desconhecidos.
Definimos a seguinte fun¢do objetivo:

Obj(Z,po, hoo) - [}/1(1727]707 hoo) - b]2 + [}%(1727]707 hoo) _pO]Qa (10)

onde Y;(x, z, po, hoo) € a solugdo em = do problema de valor inicial dado pelas equagdes 8 € 9
observados os valores de (z, po, heo)-
O método consiste, entdo, em achar uma solugdo para o seguinte problema de otimizagao:

(2", p5, hi) = argzgoli}? Obj(z,po, hoo)- (11)
Os valores (z*, pj, b’ ) completam a parte desconhecida do PVI em questdo, e uma solugio
pode ser encontrada.
O método de otimizagdo utilizado neste trabalho foi 0 método do gradiente. Contudo, o
método de otimizacao a ser utilizado pode ser de livre escolha. Na préxima se¢cao, mostramos
alguns resultados numéricos deste método.

4. RESULTADOS NUMERICOS

As condigoes de contorno foram fixadas para = € [0, 1], sendo que para a Fig. 1 temos k =
0, h(0) =1,h(1) =1, K"(0) = h"(1) = py” sendo que py, ho € h'(0) = z sdo encontrados via
otimizac¢do. Os valores encontrados sdo z = —0.987670346190658, h, = 0.8154383794473 e
po = 2.001086864915693.

Para Fig. 2 temos k = —1, h(0) = 1, h(1) = 1/2, K”’(0) = R"(1) = py” sendo
que po, he € W' (0) = z s@o encontrados via optimizagdo. Os valores encontrados sdo z =
0.045696625130407, ho = 0.680352135527286 e py = —0.800636407976613.

5. CONCLUSAO

Nesse trabalho nés mostramos que o Método de Otimizacao de Parametros (Oliveira, 2019)
¢ eficaz na solugdo de problemas de contorno em equagdes diferenciais de érdem superior. Em
particular, mostramos que € possivel resolver a equa ¢do de Landau-Levich para duas condicdes
de contorno distintas.
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Figura 2- h é a altura do filme, A’ sua derivada primeira e h” a derivada segunda.
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NUMERICAL SOLUTION OF LANDAU-LEVICH EQUATION

Abstract.

In this work we study the equation of Landau-Levich, in the case stationary The equation
modulates thin film thickness under moving surfaces and can be considered as a case diffusion
model modeled by differential equations of higher order. We used the Parameter Optimization
Method for the solutions of the Landau-Levich equation in two different cases. O This method
proved been effective for solving this type of nonlinear differential equation and can be useful
to large scope of nonlinear equations.

Keywords: Landau-Levich, Diffusion, Thin Films, Stationary Regime, Parameters Optimization
Method
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