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Resumo. Neste trabalho é apresentado um aplicativo para a modelagem computacional do
fendmeno de transporte de néutrons em meios nao-multiplicativos e em geometria
unidimensional. O modelo matematico utilizado € estacionario, monoenergético e
azimutalmente simétrico. O método Py proposto neste trabalho é uma forma de se obter uma
solucdo para uma versdo simplificada da equacdo de transporte de Boltzmann. A
metodologia foi implementada na plataforma MatLab para Windows e gera resultados
aproximados para o fluxo escalar de néutrons para um grau N da classica metodologia Py e
um grau de anisotropia de espalhamento arbitrarios. Para avaliar a aplicabilidade do
método apresentado neste artigo, foram gerados resultados numéricos para um problema-
modelo tipico. Estes resultados foram comparadas com os obtidos pelo método de malha fina
Diamond Difference considerando uma quadratura de Gauss-Legendre na discretizacdo da
variavel angular segundo o convencional método de ordenadas discretas.

Palavras-chave: Teoria de transporte de néutrons, Método Py, Modelagem computacional.

1. INTRODUCAO

A esséncia da teoria de transporte de particulas neutras, e.g., néutrons ou fétons,
fundamenta-se no estudo do balanco entre producdo e remocao de particulas que migram em
um dado meio material. No processo de migracdo das particulas, estas colidem com os
nacleos dos atomos constituintes do meio material. Como resultado destas colisGes, varias
reacOes néutron-nucleares podem ocorrer, dependendo do tipo de nucleo, do tipo de particula
neutra e da energia cinética da mesma. O caso de interesse neste trabalho concentra-se no
transporte de néutrons em meios materiais ndo-multiplicativos. Assim, apos uma colisdo
néutron-nuclear, apenas reacGes de espalhamento ou de absor¢do podem ocorrer. Este
fendmeno possui importantes aplicagbes, como por exemplo, em protecdo radioldgica; na
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industria em ensaios ndo destrutivos; na geofisica em perfilagem de pocos de petroleo e gas;
na medicina com as terapias por captura neutrénica pelo boro; entre outras.

Na proxima secdo é apresentado o modelo matematico adotado neste trabalho e também a
metodologia utilizada. Na se¢do 3 € descrito o aplicativo computacional e, na se¢do 4, séo
apresentados resultados numeéricos para um problema-modelo tipico.

2. MODELO MATEMATICO E METODOLOGIA

A equacdo de transporte de néutrons (Lewis & Miller, 1993) é uma formulacdo que
modela matematicamente o balanco de néutrons que migram em um determinado meio
material. E uma equacgio integrodiferencial parcial em sete variaveis independentes: trés
espaciais, duas angulares, uma da energia e uma variavel temporal. Neste trabalho, entretanto,
foi adotado um modelo simplificado de transporte estacionario, unidimensional,
azimutalmente simétrico e monoenergético. Assim, a equacgao aparece como

a +1 , ,
p v O )+ (Qw O, p) = [ 07 (% o) ()t + QU 1) (1)
Nesta equacdo, u é o cosseno do angulo &, que é definido como o angulo polar; w(x, ) é 0
fluxo angular de néutrons que migram na direcdo x (néutrons/cm?.s); o, (X) é a segdo de
choque macroscopica total (cm™); o, (x, 1,) € a funcdo de espalhamento (cm™); e Q(x, x) é
uma fonte que emite néutrons na direcdo x (néutrons/cm’s). A Eq. (1) representa o balanco de

particulas no interior de um dominio unidimensional de comprimento L.
Considere as seguintes expansées em polindmios de Legendre para o fluxo angular de

néutrons w (X, i), para a funcéo de espalhamento o (X, z,) € para a fonte interior Q(X, 1)
(Bell & Glasstone, 1970):

) =Y E S 00R G, .00 ) = 322 00R ()

1=0

21+1 Qo (x) _ Q(x)

e Q(x, 1) = Z—Q( R) === )

onde ¢ (x) é definido como momento angular de ordem I, P, () €é o polindbmio de Legendre
de grau I; u, é cosseno do angulo de espalhamento; o (x) é a a secdo de choque

macroscopica de espalhamento de grau |’. Na fonte interior Q(x, z£) foi considerada apenas o

primeiro termo da expanséo, pois foi assumido que a fonte interior é isotrépica. E importante
ressaltar que o momento angular de ordem zero é denominado fluxo escalar de néutrons, o de
ordem um € a corrente total de néutrons e os de ordens superiores ndo possuem nomenclaturas
especiais. Substituindo as expansdes dadas em (2) na Eq. (1), obtém-se

u—{ZZHlm )P(u)}GT(X){ZZHl@( )P(u)}

oX| 1% 1-0

- {Z ZI';l"sv(X)F’I'(ﬂo)}{i 2'; 4 (0R (4 )}du +Q( )

1=0 1=0

©)
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Considerando o teorema da adicéo dos polinémios de Legendre (Bell & Glasstone, 1970),
a lei de recorréncia

Py() =1

2+ 1R (1) = A+ DR 1 (1) + IR (), {P(ﬂ):/‘

e a relacédo de ortogonalidade

25 Onn =1 se m=n
2n+1'

+1
P, ()P, (1)du =~ ,
[, Pu ()P, ()d 5. —0,se m#n

apos manipulacdes algébricas e integracdo em todo o dominio da variavel g, sdo obtidas as
equacoes Py

(1 +Dg () +141,(X) + (2 + Do, (X)¢ (X) =Q(X)6 5, 1=0:N, 7,(X) = o7 (X) =04 (X).(4)

A Eq. (4) constitui um sistema de equagdes direrenciais ordinarias lineares de primeira ordem,
onde se considera

¢11(X) = ¢,'\‘+1(X) =0.

Admitindo o sistema (4) no interior de uma regido do dominio, com pardmetros materiais e
fonte constantes, pode-se escrever

(1+Dg () +1g, (X)+ (2 +D)o,¢,(X) =Q5,,, 1 =0:N, o, =07 —0y. (5)

Independentemente do grau N escolhido, admite-se que a fonte Q gera uma componente
particular constante somente para a solucdo geral local para 0 momento angular de ordem
zero ¢,(x); i. e, para o fluxo escalar de néutrons. Esta componente particular pode ser escrita

como
¢Op :Q/Ga’ O, =07 — Oy, (6)

onde o, é definido como a se¢do de choque macroscopica de absor¢éo. Para se obter a
componente homogénea da solugéo geral local para ¢,(X), e também as solugdes locais para
0s demais momentos angulares, € necessario resolver o seguinte sistema homogéneo:

(1+Dg )+, (X)+ (21 +D) 0,4 (X) =0, I =0:N, o0, =07 —0y. (7)
Para N =1, o sistema (7) pode ser escrito como

{(l0 +D¢ + (2, +Doyp, =0 (8)

gy + (21, + D)oy, =0
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onde foi adotada uma notacdo mais simplificada para 0os momentos angulares e suas
derivadas. Assim, como pode ser observado, os valores para o parametro | ndo foram
substituidos diretamente; ao inves disso, seu valor ficou indicado. Assim, I, =0 e I, =1.

Explicitando as derivadas em (8), o sistema pode ser reescrito na seguinte forma matricial:

0 B L +1 .
<¢§> _ Lo <¢0) 9)
o) | _Q@u+D) . 1
lo+1 * /
Para N =3, o sistema (7) aparece como
(Lo + })d’; + (2l + 1)ogho = 0
(L + Dy + Ly + (2l + D)oy =0 (10)

(2 + D3 + Ly + (20, + Doy, = 0
3¢, + (2l3 + 1)o3¢3 =0

Explicitando as derivadas na primeira e na Gltima equacdo e combinando as equacdes, 0
sistema (10) pode ser reescrito na seguinte forma matricial:

) _@u+n (L +DEL+D
Lo Lils ’
%o _@htD 0 0 0 o
b1 ly+1 1
¢ |~ (215 +1) ¢, | 1D
o 0 0 0 - b
L (2L, + 1) 2L, + 1)
U+ D+ 1) 0 Tl 2 0

De maneira anéloga, o sistema é construido em forma matricial para N =5. Assim, foi
observado um padrdo na matriz de coeficientes associada ao sistema de equacdes diferenciais.
Por meio deste padrdo, a matriz de coeficientes do sistema pode ser construida
computacionalmente para um grau arbitrario impar N . De forma generalizada, o sistema (7)
pode ser colocado em notagdo matricial como

¢ =49, (12)
onde ¢ 'representa o vetor com N +1 derivadas, 4 é a matriz quadrada de coeficientes com
dimensdo N +1 e ¢ é o vetor com 0s N +1 momentos angulares. Admitindo uma mudanca
de variavel conveniente dada por

¢ =Pw, (13)
onde P é a matriz cujas colunas representam os autovetores da matriz de coeficientes A. Por
exemplo, para N =1 tem-se que
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p= (ao(Vo) ao(V1)>_

a;(vo) a;(vq) (14)

Neste caso, a primeira coluna é o autovetor da matriz 4 associado ao autovalor v,, ja a

segunda coluna é o autovetor associado ao autovalor v,. Como P é constante, ao derivar a
Eq. (13) em relacdo a x, obtém-se

¢ =Pw .
Substituindo as Egs. (13) e (15) em (12) escreve-se

(15)

Pw = APw. (16)

Admitindo P inversivel, ao pré-multiplicar os dois lados da Eq. (16) pela inversa de P, dada
por P-1, obtém-se

w = (P lAP)w. 17)

Da propriedade da Algebra Linear para matrizes diagonalizaveis (Polac & Bonfim, 2008)
tem-se a decomposicao espectral

P1AP = A, (18)

onde 4 é uma matriz diagonal cujos elementos ndo nulos sdo os autovalores da matriz A. Para
N =1 tem-se que

_ Vo 0
A= [0 vl]. (19)
Logo, a mudanca de variavel proposta na Eq. (13) desacopla o sistema de equacdes
diferenciais. Assim, as equacGes que compdem o sistema na variavel w podem ser resolvidas
de maneira independente, o que leva a solugdo dada por

WO COeV()x
wi |\ _ [ Cie"t*

T ; ’ (20)
Wy Cye'N*

onde C,, C,, .e C, sdo as constantes de integracao. Portanto, substituindo este resultado na
Eqg. (13), a solugdo local para ¢ e dada por

bo ag(vg) ag(vy) - aglvy) Coe¥o*
(o _ a;(vg) a;(vy) - a;(vy) Crevi*
5 S f 1)
dn ay () ay(vy) - ay(vy)/ \Cye’n*

Considerando a componente particular para ¢,(x), dada em (6), a solucdo local para ¢ pode
ser escrita da seguinte forma compacta:
N
4(0=>Cea(v)e™ + 25, 1=0:N, 22)

k=0 O-a
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Para que a Eq. (22) possa ser utilizada para calcular o fluxo escalar, ¢,(x), em qualquer

posicdo do dominio € necessario conhecer as N +1 constantes por regido. Estas constantes
sdo determinadas a partir de condi¢bes de contorno e de continuidade de todos os momentos
angulares nas interfaces das regides.

Considere a expansdo para w(X,u), apresentada em (2), truncada no grau N das

equacoes Py. Logo,
No21+1
(X, 1) = ZT¢' ()P (10). (23)

Substituindo a Eq. (22) na Eq. (23) e realizando uma manipulacdo algébrica obtém-se

>3 20 (ya, (4)e™C, =y 1) 2 @
20

=0 1=0 2 a

=~

Em problemas com condicGes de contorno prescritas, as incidéncias isotropicas nos contornos
sdo conhecidas. Assim, para x =0 tem-se que w(0, ) =I, e a Eq. (24) assume a forma

>3 21 (a m)C, = 1, -2 (25)

010 2 20,

onde as constantes estdo associadas a primeira regido. Para se obter as equac6es de contorno,
sdo determinadas as raizes do polindmio de Legendre de grau N +1. No caso da extremidade
esquerda, a Eq. (25) ¢é avaliada em cada uma das (N +1)/2 raizes positivas do polinémio de

grau N+1. Em x =L, tem-se que w (L, «) =1, eaEq. (24) assume a forma

iiz'”wma. v)eC, =1, -2 (26)

k=0 1=0 20,

onde as constantes estdo associadas a Ultima regido. No caso da extremidade direita, a Eq.
(26) ¢é avaliada em cada uma das (N +1)/2 raizes negativas do polindbmio de grau N +1.
Desta forma, séo obtidas um total de N +1 equagbes de contorno, (N +1)/2 no contorno
esquerdo e (N +1)/2 no contorno direito. Neste ponto é importante ressaltar que, para evitar
expoentes muito altos, foi considerado neste trabalho a estratégia do zero flutuante, que
consiste em considerar toda interface imediatamente a esquerda de qualquer regido como a
posicdo x=0. Por esta razdo, 0 x na Eq. (26) foi substituido pela espessura da ultima regido
hy, a0 invés de ser substituido pelo comprimento total do dominio dado por L. Este tipo de

condicdo de contorno é conhecida como condicdo Mark (Bell & Glasstone, 1970). Em um
dominio constituido por uma Unica regido, as condi¢des de contorno Mark fornecem o
numero de equacOes algébricas e lineares suficiente para que as N +1 constantes associadas a
regido sejam determinadas de forma Unica. Para dominios constituidos por mais de uma
regido, além das condi¢fes de contorno, é considerada a continuidade de todos 0s momentos
angulares nas interfaces de duas regifes contiguas. Em outras palavras

¢, (h7) = ¢, (0),l=0:N, (27)
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em todas as interfaces existentes. O superindice “-” indica que o momento angular esta sendo
calculado utilizando os parametros da regido que esta imediatamente & esquerda da interface;
ja o superindice “+” indica que o momento angular esta sendo calculando utilizando os
pardmetros da regido que estd imediatamente a direita da interface. Como a estratégia do zero
flutuante foi adotada, ao calcular os momentos angulares com os parametros da regido que se
localiza a esquerda da interface, a posi¢do considerada é a espessura desta regido. No caso da
regido que se localiza imediatamente a direita da interface, a posi¢do considerada é zero. Com
isso, é construido um sistema constituido de N, (N +1) equacOes algébricas e lineares em

N (N +1) incégnitas que sdo as constantes que precisam ser determinadas. Uma vez obtidas
as N +1 constantes por regido, o fluxo escalar de néutrons ¢,(x) pode ser calculado em
qualquer posicdo do dominio utilizando a Eqg. (22).

3. APLICATIVO COMPUTACIONAL

Um dos objetivos deste trabalho foi o desenvolvimento de um aplicativo computacional
para gerar resultados numéricos para o fluxo escalar de néutrons a partir da metodologia
apresentada na secdo anterior e dados de entrada inseridos pelo usuario. Este aplicativo foi
desenvolvido na plataforma MatLab para Windows, disponivel no Laboratério de Modelagem
Multiescala e Transporte de Particulas (LABTRAN) do Instituto Politécnico. Os dados de
entrada de um problema sdo inseridos pelo usuario por meio de uma janela de interface que
estd ilustrada na Fig. 1.

Método P,

Problema.txt Prescrita-Mark | 1

Importar Dados Prescrita-Mark | 1

Gerar Tabela

Figura 1 — Janela de interface do aplicativo computacional

O retdngulo no extremo esquerdo superior da janela de interface contém um campo
editavel destinado a insercdo do nome do arquivo no formato .txt onde estdo listados os dados
do problema de interesse. A Fig. 2 ilustra um exemplo de arquivo de dados deste tipo. A
segunda secdo retangular, da esquerda para a direita, na parte superior da janela (Fig. 1) é
destinada a insercdo dos tipos de condi¢des de contorno a esquerda e a direita, com campos
editaveis destinados & inser¢do das incidéncias isotrépicas nos contornos. O retangulo inferior
central da janela principal, Fig. 1, constitui uma se¢éo para resultados, onde é oferecido ao
usuario a possibilidade de célculo do fluxo escalar em qualquer posi¢do do dominio utilizando
0 Método Py. Além deste recurso, o aplicativo oferece também a saida em forma de tabelas e
gréficos, de acordo com um passo de varia¢do para a posicdo, definido pelo usuério.
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E Problema - Bloco de notas = =

Arquive  Editar Formatar Exibir  Ajuda
DADOS DO PROBLEMA

N° de Regides (NR)
5

N° de Zonas Materiais (NZ)
2

Grau PN
5

Grau de Anisotropia
=]

Secdes de Choque Macrocépicas Totais (coluna = Zona)
1.11.4

SecBes de Choque Macrocépicas de Espalhamento (linha = grau, coluna = zona)
©.01 ©.82

Fontes Q (coluna = regido)
eeeae

Mapeamento (coluna = regide)
12121

Espessuras das Regides (coluna = regido)
222122

Ln, Col 22

Figura 2 — Arquivo .txt contendo os dados de entrada

4. RESULTADOS NUMERICOS

Considere um dominio unidimensional heterogéneo composto por cinco regides
(Ng =5), com 2 cm de espessura cada, e duas zonas materiais (N, =2 ) conforme encontra-
se ilustrado na Fig. 3 (Silva, 2017). O problema possui espalhamento isotrépico (grau de
anisotropia 0) e os pardmetros materiais estdo listados na Tabela 1. S&o utilizadas condig¢des
de contorno do tipo Mark para ambas as extremidades do dominio. Os fluxos isotropicos de

néutrons incidentes nos contornos esquerdo e direito possuem valores unitarios, 1, =1, =1.

regiaol,  regido2, regido3 | regido4 regiao5 |
zonal ' zona2 ' zonal ' zona2 ' zonal !
x=0 X=2 X=4 X=6 X=8 X =10 cm

Figura 3 — Dominio unidimensional

Tabela 1 — Parametros materiais do problema-modelo

Zona material o, (cm™) o, (cm™)
1 1,1 0,01
2 1,4 0,02

Para ilustrar a precisdo do método Py, apresentado neste trabalho, os resultados gerados
para este problema foram comparados com aqueles obtidos por meio do método de malha fina
Diamond Difference (DD) considerando o0 modelo de ordenada discretas Sy, com quadratura
de Gauss-Legendre para a equacgdo de transporte (Lewis & Miller, 1993). Estdo listados na
Tabela 2 os resultados gerados para o fluxo escalar em duas posicdes do dominio
considerando diferentes graus N . Além disso, estdo listados os resultados obtidos pelo
método DD, utilizando diferentes malhas de discretizacdo espacial e ordens de quadratura, i.
€., S10, S50 € S1g0.
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Tabela 2 — Resultados numéricos para o fluxo escalar (cm?s™)

Posicéo x Quadratura Sy Pn
(cm) DD — NN? = 1000 DD — NN = 10000 N=9
0 1,002284614343954 | 1,002284614351827 | 1,002284614351907
8 0,029448889712183 | 0,029448955095550 | 0,029448955756016
Tempo® 0,530508 s 4,611515s 0,128253 s
Posicdo x Quadratura Ss Pn
(cm) DD — NN = 1000 DD — NN = 10000 N =49
0 1,002284613562198 | 1,002284613570034 | 1,002284613570114
8 0,029439321923945 | 0,029439386845334 | 0,029439387501133
Tempo 3,324869 s 24,263479 s 0,989151 s
Posicdo x Quadratura Sigo Pn
(cm) DD — NN = 1000 DD — NN = 10000 N =99
0 1,002284613561084 | 1,002284613568920 | 1,002284613568999
8 0,029439312994103 | 0,029439377915481 | 0,029439378571280
Tempo 7,882384 s 50,174057 s 3,384135 s

a — Numero de nodos por regido; b — Tempo aproximado de execug&o.

Assim, como pode ser observado na Tabela 2, para um dado grau N e uma quadratura de
grau N +1, os resultados gerados pelo DD aproximam-se dos gerados pelo Py com o
refinamento da malha de discretizacdo espacial. Com isso, conclui-se que existe uma relacéo
entre 0 grau N da aproximacéo Py, considerando condigdes de contorno Mark, e o grau
N +1 da quadratura de Gauss-Legendre. Esta ilustrado na Fig. 4 o perfil para o fluxo escalar
de néutrons gerado pelo Método Py para N =99 com passo de 0,1 cm para a posi¢ao X.

Grafico Posigdo x Fluxo Escalar

Fluxo Escalar (#fcmz.s)

o
(S

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Posicdo (cm)

Figura 4 — Perfil para o fluxo escalar de néutrons

5. CONCLUSAO

A equacdo de transporte de néutrons modela matematicamente o fenémeno de migracéao
destas particulas em um determinado meio material. Mesmo considerando as hipdteses
simplificadoras mencionadas neste trabalho, esta equacdo apresenta alto grau de
complexidade, o que pode impossibilitar a determinacdo de uma expressao analitica para sua
solugcdo. O método DD é um classico método de malha fina aplicado a problemas de
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transporte deste tipo. O meétodo Py, apresentado neste trabalho, é uma técnica alternativa para
se obter de forma direta uma solucgdo aproximada para o fluxo escalar.

Ao observar os resultados numéricos gerados para o problema-modelo considerado,
conclui-se que existe uma relacdo de equivaléncia entre o grau N da aproximacdo Py,
considerando condicdes de contorno Mark, com o grau N +1 da quadratura de Gauss-
Legendre utilizada no método DD. Nestes casos, os resultados ficaram cada vez mais
préximos a medida que a malha utilizada no método DD foi se tornando mais refinada. Como
a quadratura utilizada no DD foi a de Gauss-Legendre, a existéncia desta relacdo de
equivaléncia deve-se ao fato da utilizacéo das raizes do polindbmio de Legendre de grau N +1
na construgdo das equacOes de contorno. Vale ressaltar que as pequenas divergéncias
verificadas ocorrem devido a erros de truncamento espacial no método DD, o que ndo ocorre
no presente método Py. Além de ser livre de erros de truncamento espacial, 0 método Py
mostrou-se bem mais eficiente do ponto de vista computacional, visto que o tempo necessario
para gerar um resultado de precisdo equivalente ao gerado pelo método DD é bem inferior.
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DETERMINISTIC COMPUTATIONAL MODELING FOR EVALUATION OF
NEUTRON FLUX DISTRIBUTION WITH ONE-SPEED SLAB GEOMETRY Py
MODEL

Abstract. This paper presents a computer code for modeling neutron transport in non-
multiplying media and in slab geometry. The mathematical model used is stationary,
monoenergetic and azimuthally symmetric. The Py method, proposed in this work,, is a way to
obtain a solution for a simplified version of Boltzmann transport equation. The methodology
was implemented in the MatLab platform for Windows and generates approximate results for
the neutron scalar flux for an arbitrary Py and a scattering anisotropy degrees. To evaluate
the applicability of the method presented in this paper, numerical results were generated for a
model problem. These results were compared with those obtained by the Diamond Difference
method, considering Gauss-Legendre quadrature in the discretization of the angular variable.

Keywords: Neutron transport theory, Py Method, Computational Modeling.
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