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Resumo. Nos iiltimos anos, o desenvolvimento e o aprimoramento de novas prdticas experi-
mentais associado a modelos matemdticos tem possibilitado o avanco no que tange o estudo
do fenémeno de difusdo anémala. No contexto experimental, a evidéncia deste fendémeno ndo
é uma tarefa trivial, jd que o mesmo so pode ser observado apenas para uma restrita gama
de materiais presente na natureza. Na prdtica, uma das formas de se observar a presenca
deste fendomeno é verificar se os perfis de concentracdo colapsam em torno de um valor de
referéncia definido em termos de uma nova varidvel independente que é funcdo de um fator
de escala. Caso esse fator assuma o valor de 0,5 tem-se a difusdo cldssica, isto é, o desloca-
mento quadrdtico médio é fungdo linear do tempo. Caso contrdrio, tem-se a difusdo anémala.
Diante do que foi apresentado, a presente contribuicdo tem como objetivo aplicar o algoritmo
de Evolucdo Diferencial para a determinacdo de parametros em um modelo empirico para fins
da identificacdo do fenomeno de difusao anomala em diferentes materiais (tijolo de barro quei-
mado e calcdrio). A partir dos resultados obtidos foi possivel observar a presenga do fenémeno
de difusdo anémala através da identificacdo do fator de escala.

Keywords: Problema inverso, difusdo anémala, modelo matemdtico, Evolugdo Diferencial.

1. INTRODUCAO

No estudo dos fendmenos de transporte, o processo de difusdo destaca-se pela grande quan-
tidade de aplicagdes que podem ser encontradas, dentre as quais pode-se citar a modelagem de
fendmenos quimicos, fisicos e biologicos. Em linhas gerais, define-se a difusdo como sendo um
processo de transporte de origem microscopica e que acontece, basicamente, pela colisdo das
moléculas que estdo envolvidas no processo (Silva, 2006). A difusdao ocorre quando existe um
gradiente de concentracdo de uma espécie e, consequentemente, o transporte deste da regidao
de maior concentragdo para a de menor concentragdo. Em nivel macroscopico, o comporta-
mento coletivo das particulas apresenta regularidade e segue modelos matematicos ja definidos
anteriormente, como a cldssica Lei de Fick (Pedron, 2003). Todavia, em nivel microscépico,
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esta abordagem pode ndo ser suficiente para representar outros fendmenos que podem ocorrer
paralelamente a difusdo usual (difusdo cldssica), tais como os fendmenos de atraso de tempo,
de reten¢ao de particulas e de aceleragdo do processo difusivo (Silva, 2016). Estes fendmenos
secundarios levam a um processo denominado de difusdo andmala, no qual o deslocamento
quadratico médio ndo € func¢do linear do tempo, diferentemente do que ocorre no processo tra-
dicional de difusao.

Uma das formas de se identificar o processo de difusdo andmala € através da avaliacdao do
denominado parametro de escala (). Se este for igual a 0,5; tem-se a difusdo cldssica, isto &,
o deslocamento quadratico médio das particulas € funcao linear do tempo. Por outro lado, se o
valor deste parametro ndo for igual 0,5; tem-se a difusdo anomala (Pedron, 2003).

Matematicamente, o fendmeno da difusdo andmala t€ém sido representado por quatro di-
ferentes abordagens, a saber, uma puramente empirica, uma fundamentada nas tradicionais
equacoes diferenciais parciais em que o termo de difusividade é fun¢ao da concentracdo, por
meio de equagdes diferenciais com derivadas fraciondrias e usando equagdes diferenciais par-
ciais com ordem superior. Em cada uma destas faz-se necessario a defini¢do do modelo ma-
tematico que representa esse fendmeno, bem como da sua identificagdo através da formulacao
e resolucdo de um problema inverso.

Diante do que foi apresentado, a presente contribuicdo tem como objetivo aplicar o al-
goritmo de Evolucdo Diferencial para a determinacdo de parametros, dentre estes o fator de
escala, em um modelo fenomenoldgico em que a difusividade € funcdo da concentracdo, em
dois materiais, a saber, tijolo de barro queimado e calcario. Este trabalho apresenta a seguinte
estrutura. A secdo 2. apresenta aspectos relacionados a evidéncia experimental do fendmeno
de difusdo classica e andmala. Ja na secdo 3. € apresentada uma breve descricdo do modelo
fenomenoldgico considerado para representar o fenomeno de difusao andmala. A metodologia
e os resultados obtidos sdo apresentados nas secdes 4. € 5. As conclusdes sdo apresentadas na
ultima se¢do desta contribui¢do.

2. EVIDENCIA EXPERIMENTAL DO FENOMENO DE DIFUSAO CLASSICA E
ANOMALA

Do ponto de vista experimental, os fenomenos de difusdo cldssica e andomala podem ser
observados a partir da elaboragao de um grafico que relaciona a varidvel dependente em funcdo
de uma varidvel independente auxiliar, obtida a partir da transformacao de Boltzmann (Pel et
al., 1996). Para um problema unidimensional e em estado dindmico, esta variavel independente
pode ser expressa como sendo xt~ %, em que x ¢ a varidvel espacial, ¢ € a varidvel temporal e o
¢ definido como sendo o fator de escala.

A Figura 1 apresenta as distribui¢des de concentracdo para argamassa e gesso. Para estes
materiais verifica-se que os perfis da concentragio, em termos da varidvel independente xt %
se situam em torno de um perfil de referéncia (perfil definido em funcao da variavel indepen-
dente apresentada anteriormente) para cada material considerado. Neste caso, diz que os perfis
colapsam em torno deste perfil de referéncia. Como o valor de o € igual a 0,5 tem-se a difusao
classica.

Por outro lado, a Figura 2 apresenta os perfis de concentragdo para tijolo de barro queimado
(Fig. 2(a)) (Pel, 1995a; Pel et al., 1995b, 1996; Kuntz e Lavallée, 2001) e calcario (Fig. 2(b))
(Carpenter et al., 1993; Kuntz e Lavallée, 2001) considerando ¢ igual a 0, 5.

Para estas figuras nao observa-se, de forma clara, o colapso dos perfis de concentracdo em
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Figura 1- Evidéncia Experimental do Fenomeno de Difusdo Cléssica para Argamassa e Gesso.

(a) Tijolo. (b) Calcério.
[ 07 3 T T T T T T T T T T T T T ? 07 3 T T T T T T T
i

g 0,25 E £ 0,25 b
& 0,2} —e—t=dmin . E/ 0,2 8
o ——{t = 9min 1) —o—t = Tmin
& 0,15 ey 150 ] '8, 0,15 ot = 13min
& & o
E 0,1} R 2 0.1k = t=19mun
5 ’ ——{ = 34min g ’
= 0,05 F —e—t=4Tmin E = 0,05 F —= ¢ =3lmin
CO) ol o e ol TEEEN CO) 0 P SR SRR SRR SRR S

123 45 6 78 9101112131415 0 1 2 3 4 5 6 7 8

ot (mm s~09) 2t7%% (mm 5709)

Figura 2- Evidéncia Experimental do Fendmeno de Difusdo Andmala para o Tijolo de Barro Queimado
e Calcdrio.

torno dos respectivos valores médios de referéncia. Conforme discutido por Kuntz e Lavallée
(2001), a interpretacdo dos dados de absorcdo para estes dois materiais evidencia que este pro-
cesso nao se propaga conforme a tradicional Lei de Fick. Intuitivamente, espera-se que um
valor de o diferente de 0,5 seja capaz de representar os perfis de concentracio para estes dois

materiais. Assim sendo, caso o valor deste parametro seja diferente de 0,5; estd caracterizado
o fendmeno de difusao andmala.

3. MODELAGEM MATEMATICA DO FENOMENDO DE DIFUSAO ANOMALA

Como apresentado anteriormente, o fendmeno de difusdo andmala pode ser descrito consi-
derando diferentes modelos empiricos e fenomenoldgicos. Neste contexto, em diversos casos
¢ importante a identificacdo do tipo de mecanismo de transferéncia associado ao processo em
andlise. Para essa finalidade, considere um processo em que o fendmeno de transferéncia de

massa em uma unica dimensao e em estado transiente é dado pela seguinte equagao diferencial
parcial:

a0 0 a0
5 = ox (D(e)g) , (1

em que O € a concentragdo, x € a varidvel espacial, ¢ € a varidvel temporal e D € a difusividade.
Para o problema em que a umidade inicial € uniforme, Kuntz e Lavallée (2001) demonstraram
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que a equacdo acima pode ser reescrita em termos da variavel ¢ (¢ = xt—0?),

0d6 d 26

E%WJF (D(O)%), )
9(¢ = O) =01,

0(¢ = o0) = 6,

emque 0 =60y (x>0et=0),e0=0, (x=0et>0).

O modelo apresentado descreve o fendomeno de difusao andmala para o caso em que o fator
de escala € igual a 0,5. Para representar outros casos, Kuntz e Lavallée (2001) propuseram
um novo modelo matemaético no qual, a partir da insercao de um expoente real n no termo que
define a Lei de Fick, pode-se escrever a seguinte equagao:

9.2 (D(e) (%i)) . ©)

Kuntz e Lavallée (2001) demonstraram que o parametro n pode ser relacionado com o fator
de escala o na forma:

1
n=——1. 4
p “)
Com este modelo, o fator de escala pode ser determinado a partir da estimacdo do parametro
n para a modelagem fenomenoldgica. Além disso, a difusividade foi estimada de acordo com o

seguinte modelo empirico (Lockington et al., 1999; Silva, 2006):
D(6) = Ajexp(A;20), ®)

em que A e A sdo parametros que devem ser estimados através da resolucdo do problema
inverso.

Neste contexto, para a caracteriza¢do do fendmeno de difusdo andmala no modelo proposto
por Kuntz e Lavallée (2001), faz-se necessdrio a determinagdo dos parametros A, A, € n via
formulacao e resolucao de um problema inverso.

4. METODOLOGIA

Para a determinacdo dos parametros do modelo empirico descrito pela Eq.(5), bem como
o parametro n, que estd relacionado com o fator de escala , faz-se necessario a formulagdo
e a resolucdo de um problema inverso. Neste cendrio, as proximas subsecdes apresentam, de
forma resumida, a defini¢do do problema inverso de interesse, bem como aspectos gerais sobre
o algoritmo de ED.

4.1 Formulacao do Problema Inverso

O problema inverso proposto neste trabalho consiste da determinacao do vetor de incognitas
(A1, Az e n) que minimize o funcional FO (funcdo objetivo) que representa o somatério da
diferenca entre o modelo de predicao e os dados experimentais, conforme a seguinte relacao:

Nexp Mexp

2
FO= Z Z (CexP(ti,x]') _Cpred(thxj)) , (6)

i=1 j=1
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em que C%? e CP"*? representam o valor da varidvel dependente (concentragio) experimen-
tal e predito pelo modelo, respectivamente, ¢ € o tempo, x € a varidvel espacial, 1., € Meyp
representam os nimeros de pontos experimentais conhecidos em ¢ e em x, respectivamente.

Para a resolucdo do problema inverso proposto serd considerado o algoritmo de ED, cuja
ideia base € descrita na proxima subsecao.

4.2 Algoritmo de Evolucao Diferencial

Dentre os inimeros métodos de otimizagdo existentes, o algoritmo de ED, proposto por
Storn e Price (1995), caracteriza-se como um dos mais empregados. Isto se deve ao grande
numero de aplicagdes que podem ser encontradas na literatura especializada, a sua capacidade
de escapar de 6timos locais, pela facilidade de implementagdo e por sua habilidade no trata-
mento de problemas com diferentes tipos de varidveis (Lobato, 2008). Resumidamente, o seu
procedimento geral pode ser resumido nas seguintes etapas (Storn e Price, 1995):

e Inicialmente, gera-se uma populacdo inicial com NP solugdes factiveis, isto é; o vetor de
varidveis de projeto satisfazem os limites estabelecidos pelo usuario;

e Seleciona-se um individuo, de forma aleatéria, para ser substituido e outros dois sao
selecionados para realizarem a subtragao vetorial.

e Adiciona-se ao valor atual do individuo o resultado desta operacao de subtracdo, sendo
esta ponderada por um parametro, a saber, a taxa de perturbacio F, também definida pelo
usuério. Este procedimento representa o operador de cruzamento na ED;

e Se o vetor resultante apresenta um melhor valor em termos da funcdo objetivo e se for
gerado um ndmero aleatorio e este for menor do que a probabilidade de cruzamento (CR),
definida pelo usudrio, este substitui o candidato previamente escolhido, caso contrario, o
candidato previamente escolhido € mantido na populacao.

e Este procedimento € repetido de forma que uma nova populagdo, constituida por novos
individuos e individuos remanescentes da populacdo anterior, formem a nova populagao.

e Para finalizar o algoritmo, geralmente adota-se como critério de parada o nimero maximo
de geracoes.

Mais detalhes sobre o desenvolvimento matemético do algoritmo apresentado e de aspectos
relacionados a sua implementacdo podem ser encontrados em Storn e Price (1995).

5. RESULTADOS E DISCUSSAO
Para avaliar a metodologia proposta neste trabalho, alguns pontos devem ser destacados:

e Para a formulacdo da funcdo objetivo foram considerados os pontos experimentais apre-
sentados por Pel (1995a); Pel et al. (1995b, 1996); Carpenter et al. (1993); Kuntz e La-
vallée (2001) para dois materiais, a saber, tijolo de barro queimado (Caso 1) e calcario
(Caso 2);
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e Parametros utilizados no algoritmo de ED: populacdo com 25 individuos, nimero de

geracoes igual a 250,

probabilidade de cruzamento e taxa de perturbagdo iguais a 0, 8; res-

pectivamente. Para esse conjunto de parametros, sao necessarias 25+ 25 x 250 avaliagdes
da func¢do objetivo em cada execugdo do algoritmo;

e Para a aplicagio do algoritmo de ED foi considerado o seguinte espago de projeto: [1077;
1075 01< [A}; Ag; ] < [100; 25; 1];

e (Cada estudo de caso
apresentados na sequ

foi simulado dez vezes para a determinagdo dos valores que serdao
encia;

e O critério de parada adotado neste trabalho foi o niimero maximo de geracdes, isto €; o

procedimento evoluti

5.1 Caso 1: Tijolo de Bar

vo € finalizado se esse valor é alcancgado.

ro Queimado

Este estudo considera os perfis de concentracao em fung¢do das varidveis espacial e temporal
para o tijolo de barro queimado, conforme apresentado na Fig. 3.
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Figura 3- Perfis de Concentragdo em Fun¢do do Espacgo e do Tempo para o Tijolo de Barro Queimado.

Na Tabela 1 sdo apresentados os parametros obtidos pela minimizacio da funcao objetivo
considerando o modelo fenomenoldgico associado a expressdo para a predi¢do da difusividade

proposta Eq. (5).

Tabela 1- Parametros Estimados pelo Algoritmo de ED para o Estudo de Caso 1.

A; (mms~%) A, (mms™ %) n(mms— %) o FO
Média 1,2472 11,4606 0,6764  0,5965 0,0423
Desvio Padrao 0,0154 1,6987 0,0123 0,0324 0,0013

A partir dos resultados apresentados nesta tabela é possivel obseravar que o algoritmo de
ED foi capaz de encontrar boas estimativas para o vetor de varidveis de projeto, visto os valores
da média e do desvio padrao obtidos. A Figura 4 apresenta os perfis de concentracdo experi-
mental (Exp) e preditos pelo modelo ajustado (Sim). Nesta figura é possivel observar uma boa
concordancia qualitativa entre os pontos experimentais e preditos pelo modelo fenomenoldgico.
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Figura 4- Perfis de Concentrac¢do Simulados e Preditos para o Tijolo de Barro Queimado.

5.2 Caso 2: Calcario

O proximo estudo de caso considera os perfis de concentragio experimentais em funcdo das
varidveis espacial e temporal para o calcario, conforme a Fig. 5.
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Figura 5- Perfis de Concentragdo em Fungdo do Espago e do Tempo para o Calcério.

Na Tabela 2 sdo apresentados os paradmetros obtidos pelo algoritmo de ED considerando o
modelo fenomenoldgico associado a expressao para a predi¢do da difusividade proposta. Nesta
tabela observa-se boas estimativas para os parametros obtidos pelo o algoritmo de ED, em
relacdo aos valores da média e do desvio padrao das varidveis de projeto e da fungao objetivo.

Tabela 2- Parametros Estimados pelo Algoritmo de ED para o Estudo de Caso 2 considerando o Modelo
Fenomenoldgico.

A; (mms™%) A, (mms™ %) n(mms™%) o FO
Média 8,5136 0,1948 0,4985  0,6673 0,1081
Desvio Padrao 0, 1322 0,0098 0,0566  0,0121 0,0057
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A Figura 6 apresenta os perfis de concentragdo experimental (Exp) e preditos pelo mo-
delo ajustado (Sim). Assim como no estudo de caso anterior, também observa-se uma boa
concordancia entre os valores experimentais e preditos pelo modelo proposto.
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Figura 6- Perfis de Concentragao Simulados e Preditos para o Calcério.

6. CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo a formulacdo e a resolu¢do de um problema inverso
de difusdao anémala em que uma das varidveis de projeto era o fator de escala, responsavel por
caracterizar o tipo de mecanismo envolvido no fendmeno em anélise. Para essa finalidade foram
considerados dois conjuntos de pontos experimentais apresentados na literatura especializada e
o algoritmo de Evolugdo Diferencial como metodologia para a resolucao do problema inverso
proposto. A partir dos resultados obtidos foi possivel constatar que a metodologia proposta
foi capaz de estimar os parametros da equagao de predicdo para a difusividade em fun¢ao da
concentracdo. Finalmente, observa-se com os valores estimados para o fator de escala, que
ambos os processos nao seguem o valor de 0,5; o que implica que ambos sdo reconhecidos
como andmalos, assim como observado por Kuntz e Lavallée (2001).
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DETERMINATION OF PARAMETERS IN ANOMALOUS DIFFUSION PROCESS USING
DIFFERENTIAL EVOLUTION

Abstract. In recent years, the development and improvement of new experimental practices
associated to mathematical models has allowed the advance in study of anomalous diffusion
phenomenon. In experimental context, the evidence of this phenomenon is not a trivial task,
since the same can only be observed only for a restricted range of materials present in na-
ture. In practice, one of ways to observe the presence of this phenomenon is to verify if the
concentration profiles collapse around a defined reference value, described in terms of a new
independent variable that is a function of a scale factor. If this factor assumes the value of 0.5,
the classical diffusion is characterized, i.e., the mean squared displacement is a linear function
of time. Otherwise, the anomalous diffusion is defined. In this contribution, the Differential
Evolution algorithm is used to determine a set of parameters in an empirical model to identify
the anomalous diffusion phenomenon considering two different materials. From the obtained
results it was possible to observe the presence of anomalous diffusion phenomenon through the
identification of the scale factor.
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