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Resumo. Os episodios envolvendo o lancamento de efluentes e a degradagcdo dos corpos
hidricos vém sendo recorrentes ao longo da historia. Tendo em vista a conservacdo dos re-
cursos hidricos, faz-se necessdria a utilizacdo de ferramentas ambientais que reproduzam os
fenomenos de transportes de poluentes, de modo a antever a dispersdo do poluente e ter uma
reacdo em um tempo-resposta adequado. Dentre as ferramentas ambientais utilizadas, me-
rece destaque os modelos matemdticos pela praticidade e reprodutibilidade adequada destes
fenomenos. O presente estudo tem como objetivo apresentar e comparar solugoes utilizando as
abordagens analiticas Generalized Integral Laplace Transform Technique (GILTT) e a técnica
de separacdo de varidveis, que modelam o problema da dispersdo de poluentes em um corpo
hidrico. Para tanto, é considerado um modelo bidimensional, no plano longitudinal e vertical.
Sdo apresentadas simulacoes numéricas, comparando as duas abordagens, com dados experi-
mentais. Com os resultados obtidos é possivel observar que as duas abordagens mostram as
mesmas caracteristicas para a dispersdo de poluentes em um corpo hidrico e apresentam boa
concordancia quando comparadas com os dados experimentais.

Palavras-chave: GILTT, Separacdo de varidveis, Solucdo analitica, Dispersdo de poluentes,
Corpo hidrico

1. INTRODUCAO

A preocupacao do homem com a qualidade dos corpos hidricos € milenar e remonta a épocas
em que o sistema sensorial era o Unico critério de avaliacdo de qualidade (Tundisi, 2003). Os
corpos d’dgua superficiais constituem parte fundamental do processo de disposi¢ao dos residuos
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gerados pelas atividades humanas. A 4gua € um elemento propulsor do desenvolvimento cul-
tural e econdmico da sociedade, sendo de grande importancia o conhecimento antecipado dos
tipos e da magnitude dos danos que o despejo de cargas poluidoras pode causar aos ambientes
aquaticos (Eiger, 2003; Tundisi, 2003).

Dentre as principais fontes de polui¢do das dguas estdo a falta de saneamento bésico, o
lancamento de efluentes industriais tratados indevidamente, projetos de irrigacao e a exploragao
dos recursos hidricos para fins energéticos (Barros, 2004). A poluicdo € caracterizada por ser
uma alteracdo indesejavel das caracteristicas fisico-quimicas e bioldgicas de um sistema que
cause ou possa causar prejuizo a saude, sobrevivéncia ou atividades dos seres humanos e outras
espécies ou deteriorar materiais (Braga et al., 2005).

Entender a dinamica das substancias no ambiente natural € de suma importancia para tomar
acoes efetivas. Porém, os processos que governam o transporte e a difusdo de poluentes sdo
numerosos € de uma complexidade tal que nao € possivel descrevé-los sem a utilizacdo de
modelos matematicos que resultam, entdo, em um instrumento técnico indispensavel para a
gestdo ambiental e seguranga das pessoas (Ramos et al., 2015).

Neste trabalho € apresentado um modelo matemético bidimensional no plano longitudinal e
vertical, utilizando duas abordagens distintas de resolu¢do Generalized Integral Laplace Trans-
form Technique (GILTT) e o método de separacdo de varidveis. O objetivo principal € apresen-
tar uma solugao que expresse a concentracao de um determinado poluente em um corpo hidrico
e verificar os resultados obtidos pelas duas abordagens e compara-las utilizando um estudo de
caso.

2. MODELO

No presente estudo, apresentam-se dois tipos de solugdes analiticas (GILTT e separagao de
varidveis) para um problema bidimensional no plano longitudinal e vertical em regime transi-
ente.

A equacdo utilizada neste modelo considera as seguintes hip6teses fundamentais (Barros,
2004): o fluxo de massa na direcao vertical € muito maior que na direcdo transversal, ou seja:
62% > 6988_5; a superficie e o leito do rio nao sdo dispersivos, ou seja, ndo ha migragao do conta-
minante através destes contornos; o efeito difusivo na direcao longitudinal € desprezivel quando
comparado com o termo advectivo; o lancamento do poluente € continuo; a drea transversal do
rio varia gradualmente com a dire¢do longitudinal e a variacdo de sua altura é desprezivel; as
substancias poluidoras sao dissolvidas e tém a mesma densidade do fluido receptor e a veloci-
dade de descarga do poluente é considerada desprezivel em relagdo a velocidade longitudinal
do rio ou canal.

Aplicando estas hipéteses fundamentais na equagao de advecgao-difusdo, obtem-se a equacao
bidimensional em regime transiente que descreve matematicamente este problema:

oc oc 0 oc
—+u—=—|e,=— | —Ac. 1
ot +u8x 0z <€ (92) ‘ )
A Eq. (1) estd sujeita as condi¢des de contorno:
@:O emz=0ez=h, 2)
0z
condigao de fonte:
c(0,z,t) = 6(z — z) emxz =0, 3)

Anais do XX ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e VIII ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Nova Friburgo, RJ — 16 a 19 Outubro 2017



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Biizios - RJ

e condicao inicial:
c=20 emt=20, “4)

sendo ¢ a concentragdo média do contaminante (g.m~2); u representa a velocidade média do
escoamento (m.s~!) na dire¢do z; ¢, representa o coeficiente de difusdo turbulenta (m?.s~1)
na diregdo z; \ representa o coeficiente de degradagio quimica do poluente (s~1); i é a pro-
fundidade do rio (m); ¢ corresponde a fungéo delta de Dirac e z, é a posi¢ao da fonte poluidora
(m) na direg@o z.

2.1 Solucao pela abordagem GILTT

A Eq. (1) é resolvida utilizando a abordagem GILTT conforme (Moreira et al., 2009).
Inicialmente aplica-se a transformada de Laplace na varidvel temporal, ¢, e utilizando a condi¢ao
inicial (4), obtém-se:

e 0 oC _
e (gzg) e 5)

onde C(z,z,7) = £{¢(x,z,t);t — r} e ¥ = A + r. Na sequéncia aplica-se 0 método espectral
na varidvel z. Para tanto, expande-se a concentracdo do poluente da seguinte forma:

C(z, z,r) Z (6)
n=0
sendo ¥(z) = cos(,z) as autofungdes do problema de Sturm-Liouville associado:

VI(2)+ () =0em 0 <z < h
P (z)=0em 2=0ez=h,

n

onde 5, = %", n =0,1,2,.... Substituindo a expansao (6) na Eq. (5), utilizando a propriedade
de ortogonahdade das autofungées e reescrevendo na forma matricial obtém-se:

E'(x,r)+ FE(x,r) =0, (7)

onde E(z,r) é um vetor cujas componentes sdo C,,(z, r), a matriz F' é definida por F' = A~ B,
¢ as entradas das matrizes A e B sdo escritas, respectivamente, por:

h
pm = /ﬂ\lln(z)\lfm(z)dz,
0
h
bom = —/ e (2)W,,(2)dz +
0

5 U ()T (2)d2 + 7 / () (2)dz ®)

Seguindo o procedimento de Wortmann et al. (2005), obtém-se a seguinte solu¢do para a equagao
diferencial ordinaria (EDO) (7):

E(z,r) = G(z,r)M(z)G *(z,7)E(0,7) . )
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onde G(z,r) é a matriz dos autovetores de F', M (x) é a matriz diagonal cujas entradas t€ém o
formato e~ %%, sendo d,, os autovalores de F' ¢ E(0,r) é o vetor determinado pela solu¢io do
sistema linear resultante da aplicagdo dos mesmos passos na condi¢do de fonte (3). Portanto, a
solugdo para a concentracdo dada pela expansdo (6) estd bem determinada, pois o vetor C'(z, )
¢ conhecido.

ApOs obter a solugdo para a concentracdo de poluentes, pode-se aplicar a transformada
inversa de Laplace, tendo como resultado a seguinte equacao:

% rh
&z, 2,t) = £ HO(x, z,r);r =t} = % Z/ Cr(,7)n(2)e™dr. (10)
n=0"0

Neste estudo serd apresentada uma solucao aproximada da integral acima utilizando uma
inversdao numérica, pelo método da quadratura de Gauss-Legendre (Stroud e Secrest, 1966).
Logo, a solu¢ao final do problema bidimensional pela abordagem GILTT é dada pela expressao:

e,z t) =Y a3 Cule, r)tu(2), (11)

onde py € aj sa0 as raizes e pesos, respectivamente, da quadratura Gaussiana.
2.2 Solucao pela abordagem de separacao de variaveis

A abordagem utiliza 0 método de separacio de variaveis (Ozisik, 1993) e uma transformagio
de similaridade (Hansen, 1964).
Utiliza-se a equagdo bidimensional em regime transiente com o coeficiente de difusdo tur-
bulenta constante:
doec  _oc o%c

A —)é. 12
ot AC (12)

= £, —
ox “022

Para solucionar a Eq. (12) pela abordagem proposta, inicialmente separa-se as varidveis da
seguinte forma: ¢(x, z,t) = fi(x)f2(z,t), o que leva ao seguinte sistema de equacdes diferen-
ciais:

d
), (13
8f2(2,t) . 82f2(z,t)
o o2 (1

Apresenta-se a solugdo para a Eq. (14), desta forma, considera-se que:

fa(z,t) = (15)

m z
At\/sthQ Velt)

onde m € a massa do poluente injetado no corpo hidrico e A; é a drea da secdo transversal.
Substituindo a Eq. (15) na Eq. (14) e aplicando a seguinte troca de varidvel de similaridade:

z
P e
dp 1
0z et
o _ —»r
ot 2t
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obtém-se a seguinte EDO:

d292 1 dgs
—= 4 - 2 ) =0. 16
dp2+2<g2+pdp (16)

A Eq. (16) € facilmente resolvida por reducdo de ordem. Portanto, a solucdo para f5 estd bem
determinada:

1 2
f2(27t) = 2\/me_(4szt), (17)

A solugdo para a Eq. (13) é obtida por fator integrante (Ozisik, 1993), a expressdo encontrada

filz) = ew. (18)

Desta forma, a concentragdo final é: ¢(z, z,t) = Bfi(z)f2(z,t), a constante B é determinada
aplicando-se a condicéo de fonte, assim a concentracgdo ¢(z, z, t) estd bem determinada.

3. PARAMETRIZACOES E RESULTADOS
3.1 Parametrizacoes

Em problemas de dispersdo de poluentes, as escolhas das parametrizacdes turbulentas re-
presentam um aspecto importante na modelagem. Pois esses parametros contém todas as in-
formacoes da fisica do problema. Assim, apresentam-se as parametrizacdes escolhidas para o
perfil de velocidade e para o coeficiente de difusdo turbulenta.

O perfil de velocidade turbulenta utilizado segue aproximadamente o perfil da lei logaritmica
dado por Fischer et al. (1979) e :

*

U(Z) =1+ —[1+In(2)], (19)
Uk
sendo que
* 70
U =4,
p

sendo u* a velocidade de atrito (m.s™!), @ a velocidade média do escoamento (m.s™1), x a
constante de Von Karman, 7 a tensdo de cisalhamento no fundo do rio (Kg.m 2s ') epa
densidade do fluido (K g.m™3).

O coeficiente de difusdo vertical, j4 adimensionalizado, utilizado na simulacdo das duas
abordagens pode ser derivado a partir do perfil de velocidade, dado por Fischer et al. (1979):

UK

onde u € a velocidade média do escoamento (m.s!), x é a constante de Von Karman e u* € a
velocidade de atrito (m.s™1).

A Fig. 1 apresentam os comportamentos dos perfis de velocidade de escoamento e do coe-
ficiente de difusao turbulenta:
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Figura 1- Perfis de a) velocidade turbulenta b) difusividade vertical turbulenta como fungées da profun-
didade.

3.2 Resultados

O experimento utilizado para mostrar o comportamento do modelo apresentado estd descrito
em (Nokes & McNulty, 1984). Os autores simularam a dispersdo de uma solucdo contendo
NaCl em um canal com 15m de comprimento e profundidade de 0,15m. O canal possui
largura de 0, 56 m, velocidade média de 0, 55m.s~!, a constante de Von Kdrmén, «, é de 0, 35
e a velocidade de atrito, u* é de 0, 055 m.s~ .

O gréfico apresentado na Fig. 2 mostram os resultados obtidos através das abordagens
GILTT e separagdo de variaveis confrontados com os dados experimentais (Nokes & McNulty,

1984).

0,12 4

0,104

0,08

0,06

C(X;0,1)

0,04

Separagdo de variaveis
0029 ——GILTT ]

% Dado experimental (Nokes et al., 1984)

0'00 T T T T T T
10 20 30 40 50 60

X

Figura 2- Validagdo do modelo analitico bidimensional em Z = 0,1 comparado com dados experimentais
(Nokes & McNulty, 1984).

Através do grifico percebe-se que ha uma boa concordancia entre os resultados. Além
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disso, verifica-se que os dados da concentracdo preditos pela abordagem GILTT se aproxi-
mam mais dos dados experimentais do que os resultados apresentados pela abordagem de
separacdo de varidveis. Isso pode ser explicado pelo fato de que a abordagem GITT consi-
dera as parametrizacoes da turbuléncia varidveis, ja para a abordagem de separacdo de varidveis
na sua solugdo as parametrizagdes sdo consideradas constantes.

A seguir, € feita a andlise estatistica (Hanna, 1989) do modelo bidimensional a fim de avaliar
o seu desempenho. Os indices estatisticos utilizados sao:
Erro quadratico médio normalizado

(Co — Cp)2

NMSE = ,
C.C,

coeficiente de correlagdo

(Co—Co)(Cy = Gy)

Y

COR =

0o0p
fracdo de inclinagdo
_ G,-GC,
0.5(C, + Cy)
e desvio fracional padrao
0o — O
FS =gt

sendo C, e C, as concentragdes observadas e preditas, respectivamente e o, € g, 0s desvios-
padrao das concentragdes observadas e preditas, nesta ordem.

A Tabela 1 apresenta os valores dos indices estatisticos, obtidos pelas abordagens GILTT e
separagdo de varidveis, para o experimento 1.

Tabela 1- Avaliacdo estatistica do modelo bidimensional utilizando o experimento 1 para as duas abor-
dagens

Modelo NMSE | COR | FB FS
GILTT 0,00 | 0,800 | 0,00 | 0,069
Separagdo de Variaveis | 0,01 0,797 | 0,03 | 0,539

A partir dos resultados obtidos pelas abordagens, observam-se um NMSE e FB bem proximos
de zero (valor ideal), um COR préximo de 0,8 o que mostra uma boa correlacio entre os dados
observados e preditos. Para o indice estatistico FS a abordagem de separacdo de varidveis esta
distante do valor ideal (zero) mostrando que os desvios-padrao dos dados observados e preditos
apresentam discrepancias, que podem ser explicadas pelo fato de que esta abordagem considera
as parametrizagOes constantes, ja para a abordagem GILLT o FS esta proximo do valor ideal.
Com isso, pode-se afirmar que as abordagens simulam satisfatoriamente as concentragdes ob-
servadas no experimento.

Um aspecto muito importante nos estudos da dispersao de poluentes é ter conhecimento do
local onde ocorre a concentragdo maxima das substancias poluidoras. Para tal fim, os modelos
de dispersdo sdao 6timas ferramentas que preveem essas zonas criticas de polui¢ao.
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Figura 3- Grafico da concentracdo de poluentes C' em fungfo da distdncia X para quatro posi¢des de
fonte (Zs = 0,2; Zs = 0,5; Zs = 0,75 e Z; = 1) com as abordagens a) GILTT b) Separacio de
varidveis.

Desta forma, na Fig. 3 apresentam-se os grificos da concentracdo em funcao da distancia
X, considerando diferentes alturas de fonte (Z; = 0,2; Z;, =0,5; Zs =0,75; Z; = 1) para as
duas abordagens GILTT e separacdo de varidveis. Com a comparagdo dos gréficos (Fig. (3) a)
e b)), percebe-se uma boa concordancia entre os resultados apresentados nas duas abordagens
(GILTT e separacao de varidveis). Observa-se uma pequena diferenca nas abordagens quando
analisam-se as concentracdes para distdncias maiores que 30 (X > 30), para a abordagem de
separacdo de varidveis todas as alturas de fontes aproximam-se de uma concentracao limite de
aproximadamente C' ~ 0, 10, ja para a abordagem GILTT percebe-se que para cada altura da
fonte tem-se uma concentragdo limite diferente.

Nas duas abordagens, percebe-se que, conforme era esperado, a concentracdo é maior
quando a fonte estd localizada na altura Z; = 0,2 porque a concentracdo estd sendo medida
proxima da fonte de poluicao. Em contrapartida, para as demais alturas de fonte, a concentragdo
¢ maxima para distancias mais afastadas. Verifica-se também que para distancias maiores que X
= 30 a concentracao praticamente nao apresenta variacdes de valores, mostrando que o poluente
jé estd dissolvido no meio.

Na Fig. 4, apresentam-se os graficos da profundidade em funcdo da concentragao para trés
distancias (X =0,5; X =2; X = 10) considerando a altura de fonte Z, = 0,2.
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Figura 4- Perfil vertical da concentrac@o de poluentes C' para trés distancias (X = 0,5; X = 2e X = 10)
com a posi¢do da fonte em Z, = 0, 2 com as abordagens a) GILTT b) Separacdo de varidveis.

Através dos gréficos observa-se que a concentracdo alcanca o seu valor maximo na altura
em que a fonte poluidora esta localizada e que a concentragio apresenta maiores valores para
as distancias proximas do local de despejo do contaminante. Além disso, verificou-se que para
distancias mais afastadas da fonte o perfil de concentracdo nao apresenta grandes variagdes
para a abordagem GILTT, ou seja, existe uma tendéncia a obtencdo de um perfil homogéneo de
concentracao. J4 para a abordagem de separacdo de varidveis a concentracao ainda possui uma
variagdo, acredita-se que esta explicacdo seja pelo fato da abordagem de separacao de varidveis
considerar constante as parametriza¢des da turbuléncia.

4. CONCLUSAO

Neste trabalho foram apresentadas, através das abordagens GILTT e separacdo de varidveis,
duas solugdes analiticas para o modelo bidimensional vertical em regime transiente, simulando
o processo de dispersdo de contaminantes em rios e canais.

Pelos resultados apresentados nos graficos, observou-se uma boa concordancia entre duas
abordagens, as caracteristicas apresentadas pela GILTT e separagdo de varidveis sao muito simi-
lares. Pode-se destacar o fato de que as duas abordagens representaram os dados experimentais
de uma forma bem coerente, desta forma constatou-se o bom desempenho do modelo utilizando
as duas abordagens.

Na comparacgdo entre as duas abordagens, percebe-se uma pequena melhora da abordagem
GILTT, acredita-se que esta melhora é devido ao fato de que a abordagem GILTT considera
as parametrizagOes turbulentas varidveis na altura, j4 a abordagem de separagdo de varidveis
considera constante esses parametros.
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COMPARISON BETWEEN TWO ANALYTICAL APPROACHES FOR THE MODELING
OF POLLUTANT DISPERSION IN A WATERBODY

Abstract. Events involving disposal of liquids wastes and water resources degradation has been
repeated over the years. Bearing in mind, the conservation of the water resources it’s necessary
the application of ambiental tools that reproduce the pollutant’s phenomenon of transport, in
this way is possible anticipate the pollutant dispersion and have a reaction in an adequate time.
Among the ambiental tools deserves particular emphasis the mathematical models for practi-
cality and reproducibility of these phenomenon’s. These work aim’s to present and compare
the solutions using the analytical approach of GILTT (Generalized Integral Laplace Transform
Technique) and separation of variables, which model the problem of dispersion of contaminants
in a waterbody. Therefore, is considered the two-dimensional, in the longitudinal vertical plane
model. Numerical simulations are presented comparing the two approaches with experimental
data. With the results obtained it is possible to observe that the two approaches show the same
characteristics for the dispersion of pollutants in a waterbody and present good agreement
when compared with the experimental data.

Keywords: GILTT, Separation of variables, Analytical solution, Pollutant dispersion, Water-
body

Anais do XX ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e VIII ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Nova Friburgo, RJ — 16 a 19 Outubro 2017



