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Resumo. São abordadas neste trabalho duas estratégias numéricas de solução da equação de
transporte de nêutrons na formulação de ordenadas discretas (SN ), através do MED, c.f., Mé-
todo Espectral Determinístico, com intuito de avaliar a precisão dos resultados, considerando
o tempo de processamento dos problemas simulados em cálculos de blindagem de nêutrons
(fonte-fixa). Os problemas foram modelados em sua forma unidimensional, estacionária, consi-
derando meios não-multiplicativos, com espalhamento isotrópico e um grupo de energia. Todos
os resultados foram desenvolvidos e obtidos em um aplicativo computacional feito na lingua-
gem JAVA versão 1.8.0_ 91, e validados utilizando o método de malha fina DD, c.f., Diamond
Difference e o método de malha grossa SGF, c.f., spectral Green’s function.

Palavras-chave: Teoria de transporte de partículas neutras, Modelagem computacional deter-
minística, Física de reatores nucleares, Ordenadas discretas, Cálculos de fonte-fixa

1. INTRODUÇÃO

Nos dias de hoje, observa-se a necessidade de otimização no desenvolvimento de códigos
computacionais, com o intuito de gerar resultados que sejam precisos com um menor custo
computacional, uma vez que problemas modelados de forma mais eficiente, apresentam na
prática uma maior visibilidade científica. Assim, a modelagem computacional determinística
de problemas envolvendo cálculos de blindagem de nêutrons (fonte-fixa) tem sido realizada de
forma mais eficaz, considerado um problema de grande impacto na sociedade atual.

A equação que modela o transporte de nêutrons na sua formulação determinística parte da
equação linearizada de Boltzmann utilizada em cinética de gases, como descrita em Duderstadt
& Hamilton (1976). Esta equação é integro-diferencial e possui algumas hipóteses simplifi-
cadoras, considerando que os nêutrons não interagem entre si e suas interações não alteram a
estrutura do meio hospedeiro. A variável dependente desta equação, definida como fluxo angu-
lar de nêutrons, apresenta 7 variáveis independentes, sendo três espaciais, duas angulares, uma
temporal e uma energética.
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A solução analítica ou numérica desta equação é de alta complexidade e requer grande ca-
pacidade computacional para que se obtenha resultados mais realísticos das simulações. Para
isso, algumas formulações devem ser utilizadas. Neste trabalho, são abordados problemas mo-
noenergéticos, unidimensionais nos quais a variável espacial foi tratada com o método de malha
fina DD, c.f. Diamond Difference (Lewis & Miller, 1993) e os métodos nodais (malha grossa),
como o MED, c.f. Método Espectral Determinístico (Oliva et al., 2018) e o SGF, c.f. spectral
Green’s function (Barros et al., 1998), a variável angular foi avaliada fazendo uso do método
das ordenadas discretas discretas (SN ) descrita em Lewis & Miller (1993).

Aqui, propomos a investigação de dois esquemas iterativos para o cálculo do fluxo angular
de nêutrons, usando o método MED, avaliando as performances computacionais de cada um
destes esquemas. Além disto, investigamos o tempo de CPU na resolução de problemas de
blindagem de nêutrons.

As modelagens computacionais das simulações e seus repespectivos resultados foram imple-
mentados e validados em um aplicativo computacional, construído em linguagem JAVA versão
1.8.0_ 91. Os resultados gerados pelas duas estratégias numéricas de solução do MED foram
comparados com os obtidos nos métodos SGF e DD.

A seguir é descrito de forma sucinta o conteúdo do trabalho. Na seção 2 é apresentada a
modelagem matemática das equações SN usando o método espectro nodal MED. Na seção 3 são
apresentados os esquemas iterativos para a solução das equações SN discretizadas na variável
espacial. A seção 4 apresenta os resultados numéricos para um problema-modelo. Por fim, na
seção 5 são apresentadas as conclusões e sugestões para trabalhos futuros.

2. MODELAGEM MATEMÁTICA DA EQUAÇÃO SN

A equação de transporte de nêutrons, considerando um domínio unidimensional de compri-
mento H (Figura 1), espalhamento isotrópico, estacionária e um grupo de energia, na formula-
ção de ordenadas discretas, tem a seguinte forma (Lewis & Miller, 1993)

µm
d

dx
ψm(x) + σT (x)ψm(x) =

σS0(x)

2

N∑
n=1

ψn(x)ωn +Q(x), m = 1 : N (1)

onde, σT (x) representa a seção de choque macroscópica total, σS0(x) a seção de choque de
espalhamento isotrópico e Q(x) uma fonte isotrópica de nêutrons. Os termos µm e ωm repre-
sentam, as direções discretas da propagação das partículas neutras e os pesos da Quadratura
de Gauss-Legendre de ordem N , respectivamente. A variável de interesse a ser estimada nesta
equação é o fluxo angular de nêutrons, representado por ψm(x).

A Eq. (1) possui condições de contorno prescritas na forma

ψm(x) =

{
fm, se x = 0 e µm > 0

gm, se x = H e µm < 0,m = 1 : N.
(2)

2.1 Análise espectral das Equações SN

Considere agora a Eq. (1) em um nodo arbitrário Γj (discretização espacial) da grade Γ no
domínio unidimensional de comprimento H , onde cada um destes nodos possui um compri-
mento hj , como mostrado na Figura 1.
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Figura 1- Representação do nodo Γj na grade espacial Γ

Assumindo que os parâmetros físico-materiais são constantes no nodo Γj arbitrário, a Eq.
(1) assume a forma

µm
d

dx
ψm(x) + σTjψm(x) =

σS0j
2

N∑
n=1

ψn(x)ωn +Qj, m = 1 : N, (3)

cuja solução analítica geral intranodal será dada por uma componente homogênea (h) e uma
particular (p), como segue

ψm(x) = ψhm(x) + ψpm, m = 1 : N, (4)

onde a fonte Qj é uniforme no interior do nodo Γj . Assim, a solução particular é denotada
como

ψpm =
Qj

σaj
, σaj = σTj − σS0j. (5)

Para obtermos a componente homogênea da Eq.(3), vamos considerar a expressão (de Abreu,
1996)

ψhm,ϑ(x) = am(ϑ)e

−σTj(x− δ)
ϑ , m = 1 : N, (6)

onde

δ =

{
xj−1/2, se ϑ > 0,

xj+1/2, se ϑ < 0.
(7)

Assim, a exponencial presente na Eq. (6) sempre assumirá valores negativos, resultando
numa maior estabilidade computacional dos problemas a serem simulados. Substituindo a Eq.
(6) na parte homogênea da Eq. (3), obtêm-se o seguinte problema de autovalor

N∑
n=1

{[
δmn
µm
− c0jωj

2µm

]}
an(ϑ) =

1

ϑ
am(ϑ), m = 1 : N, (8)
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onde c0j =
σS0j

σTj
e δmn é o Delta de Krönecker.

A Equação (8) pode ser escrita na forma compacta como

Aa(ϑ) =
1

ϑ
a(ϑ). (9)

A matriz quadrada A possui dimensão N × N . Da Eq. (9) são obtidos os autovalores que
aparecem aos pares. Uma representação da distribuição destes autovalores ϑ, para um grau
arbitrário N da quadratura de Gauss-Legendre, pode ser vista na Figura 2.

Figura 2- Representação dos autovalores ϑ

Para cada nodo arbritrário Γj , obtemos um conjunto linearmente independentes de N auto-
funções ψm,ϑ(x). Assim, a solução geral intra-nodal pode ser obtida com

ψm(x) =
N∑
l=1

αlam(ϑl)e

−σTj(x− δ)
ϑl +

Qj

σaj
, m = 1 : N, (10)

onde αl é um parâmetro hipotético a ser determinado.

2.2 Método Espectral Determinístico (MED)

Nesta seção, vamos obter uma solução numérica intranodal para Eq. (3) representada pela
Eq. (10), usando o MED. Este algoritmo computacional é arquitetado a partir do conhecimento
dos fluxos incidentes nos contornos dos nodos nas posições x = xj−1/2 e x = xj+1/2, como
visto na Fig. 1. Os valores da estimativa inicial do fluxo angular de nêutrons nos contornos
são usados para o cálculo dos valores de α, usando a Eq. (10). Dispondo destes valores, são
calculados os fluxos angulares emergentes de cada nodo, usando também a Eq. (10). (Oliva et
al., 2018)

Uma iteração é feita considerando o cálculo dos fluxos emergentes de todos os nodos da
grade espacial partindo da posição x = 0 até alcançar a posição x = H , usando o procedimento
descrito acima. O processo iterativo é realizado até que um critério de parada prescrito seja
alcançado. O critério de parada utilizado neste trabalho estabelece que a norma máxima do
desvio relativo percentual do vetor fluxo escalar

−→
φkj , considerando duas iterações sucessivas tem

que ser menor que um valor pré-estabelecido ξ (tolerância) e pode ser escrito da forma

max
j=1:J+1

∣∣∣∣∣φ
i
j−1/2 − φ

i−1
j−1/2

φi−1
j−1/2

∣∣∣∣∣× 100% < ξ (11)

onde i representa a iteração atual.
As componentes do vetor fluxo escalar (

−→
φkj ) podem ser escritas considerando a expressão

Anais do XX ENMC – Encontro Nacional de Modelagem Computacional e VIII ECTM – Encontro de Ciências e Tecnologia de Materiais,
Nova Friburgo, RJ – 16 a 19 Outubro 2017



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense – Búzios - RJ

φ(xj−1/2) =
1

2

N∑
n=1

ωnψn(xj−1/2). (12)

3. Estratégias numéricas para a solução do problema discretizado

3.1 Estratégia numérica # 1 (Oliva et al., 2018)

Inicialmente, vamos considerar a representação vista na Figura 3. Aqui, os fluxos represen-
tados pelas setas pretas são conhecidos (condições de contorno) e os fluxos representados pelas
setas verdes fazem parte da estimativa inicial do processo iterativo

Figura 3- Grade espacial com 3 nodos

Partindo da posição x = 0, através dos fluxos incidentes no primeiro nodo (seta preta e
seta verde), podemos obter os parâmetros αl através da Eq. (10) e após este cálculo, estimar os
fluxos emergentes também através da Eq. (10), setas em azul, conforme vista na Figura 4 (Oliva
et al., 2018). Esta estratégia é realizada até a posição x = H , considerando o último nodo da
grade espacial, finalizando uma iteração.

Figura 4- Estratégia numérica # 1

3.2 Estratégia numérica # 2 (Yavuz, 1995)

O início desta metodologia é feito de forma semelhante ao que foi realizado na estratégia
numérica # 1, porém, aqui adotamos dois sentidos de varredura para o cálculo dos fluxos emer-
gentes em função dos fluxos incidentes nos nodos. Para compreendermos a dinâmica deste
cálculo neste processo iterativo, é preciso que se defina o conceito de varredura na grade de
discretização espacial.

Definimos como referência as orientações esquerda (E) e direita (D). Assim, temos dois
sentidos de varredura para a solução do problema: E→ D (µm > 0) e D→ E (µm < 0).
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Partimos da posição x = 0, porém, só calculamos o fluxo emergente (seta azul) no contorno
direito do nodo (E → D - µm > 0). Realizamos este procedimento até alcançarmos o último
nodo referente à posição x = H , como visto na Figura 5

Figura 5- Processo de ida (µm > 0)

A seguir, partindo do nodo na posição referente a x = H (E→ D - µm < 0), procedemos
os cálculos dos fluxos angulares emergentes (setas azuis) no contono esquerdo. Repetimos esta
metodologia até alcançarmos o nodo referente à posição x = 0. Esta estratégia numérica do
cálculo dos fluxos emergentes nos nodos, considerando os algorítimos de ida (µm > 0) e da
volta (µm < 0) representa uma iteração para a estratégia # 2. Este procedimento é análogo ao
que é realizado pelo método iterativo SI (Source Iteration) na solução das equações do método
DD. (Lewis & Miller, 1993)

Figura 6- Processo de volta (µm < 0)

4. Resultados numéricos

Foram realizadas algumas simulações para um problema-modelo onde foram avaliados os
fluxos escalares de nêutrons usando as duas estratégias numéricas propostas neste trabalho.
Além disto, implementamos os métodos DD (malha fina) e o método espectronodal SGF (ma-
lha grossa) para validarmos os resultados obtidos pelo método MED. Computamos também os
tempos de CPU destas simulações e o número total de iterações.

Com o intuito de se obter a média do tempo de execução dos processos iterativos (estratégias
numéricas) foram realizadas várias simulações.

Para a validação dos resultados foi utilizado o problema-modelo representado na Figura
7. (Libotte et al., 2017), que possui 4 regiões, cada uma com 5 cm de espessura, e 4 zonas
materiais. Os parâmetros neutrônicos (constantes em cada zona material), os valores das fontes-
fixa e as condições de contorno deste problema-modelo também são mostradados na Figura 7.
Usamos o grau de quadratura N = 128 para as simulações deste problema-modelo.
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Figura 7- Problema modelo

Na Tabela 1 são mostrados os valores para o fluxo escalar de nêutrons, considerando as
duas estratégias numéricas, usando MED, bem como os métodos DD e SGF. Na Tabela 2 são
apresentados os valores e as relações do número total de iterações com o tempo total para
execução do método.

Tabela 1- Fluxos Escalares (# /cm2.s) para o caso S128
Método 0 cm 5 cm 10 cm 15 cm 20 cm

Estratégia # 1 a 0,97355406 7,06282338 7,69207906 0,97439537 0,07619481
Estratégia # 2 a 0,97355424 7,06282650 7,69208259 0,97439693 0,07619492

SGF a 0,97355424 7,06282650 7,69208259 0,97439693 0,07619492
DDb 0,97345262 7,06233671 7,69152764 0,97378354 0,07611926

a 1 nodo por região
b 100 nodos por região

Tabela 2- Tempo de execução (s)
Método Tempo de 50 execuções Média de tempo Iterações Tempo de Iteração

Estratégia # 1 6,7999931 0,1359999 15 0,0090666
Estratégia # 2 9,461772 0,1892354 15 0,0126156

Nas Figuras 8 e 9 é mostrado o tempo de cada execução realizada na composição dos re-
sultados do problema-modelo apresentado. A linha preta no centro dos gráficos representa a
média de tempo de execução das estratégias numéricas usadas e a linha azul representa um
desvio padrão em relação à média das execuções.

Figura 8- Tempo de cada execução na estratégia # 1
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Figura 9- Tempo de cada execução na estratégia # 2

5. Conclusões

Neste trabalho foram apresentadas duas estratégias numéricas para a solução da equação
de transporte de nêutrons na formulação de ordenadas discretas, considerando problemas uni-
dimenionais, monoenergéticos e direcionados a cálculos de blindagem de nêutrons (fonte-
fixa), usando o Método Espectral Determinístico (MED). Os resultados das simulações para
o problema-modelo apresentado foram validados considerando o tradicional método de malha
fina DD e o método nodal spectral Green’s function (SGF).

Os valores obtidos nas simulações para o problema-modelo apresentado mostram que a
estratégia numérica # 1 tende a apresentar menores valores para o tempo de execução das si-
mulações em relação à estratégia numérica # 2. Pretendemos a partir destes resultados simular
outros problemas-modelo para verificarmos a eficiência destas estratégias numéricas.

No futuro, também pretendemos ampliar o uso destas metodologias para problemas unidi-
mensionais com vários grupos de energia e grau arbitrário de anisotropia para o fenômeno de
espalhamento.

O uso da plataforma JAVA no desenvolvimento do aplicativo computacional otimizou a
implementação e a visualização dos resultados obtidos para o problema-modelo apresentado
neste trabalho.
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A COMPARISON OF PERFORMANCES WITH DIFFERENT NUMERIC SOLUTION
METHODOLOGIES FOR THE NEUTRON TRANSPORT EQUATION IN THE DISCRETE

ORDINATES FORMULATION

Abstract. In this work, two numeric solution strategies for the solution of the neutron transport
equation in the discrete ordinates (SN ) are approached, throughout MED, c.f. Método Espectral
Determinístico, in order to evaluate the precision of the results, considering the processing time
of simulated neutronic shielding (fixer-source) problems calculation. The problems were model-
led in it’s unidimensional, stationary form, considering non-multiplying media, with isotropic
scattering and one energy group. All the results were developed and obtained in a computatio-
nal application made in the language JAVA version 1.8.0_ 91, and evaluated using the fine mesh
methods DD, c.f. Diamond Difference and the coarse mesh method SGF, c.f. spetral Green’s
function.

Keywords: Neutral particles transport theory, Deterministic computational modelling, Nuclear
reactor physics, Discrete ordinates, Fixed-source calculation
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