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Resumo. Neste artigo é resolvido um problema de difusdo de calor bidimensional em uma
geometria quadrangular com duas superficies adiabaticas e duas apresentando fluxo de calor
por convecgdo, de modo a apresentar transferéncia de calor linear no dominio de estudo, a
partir dos métodos numéricos Volumes Finitos e Solu¢oes Fundamentais, sendo o segundo
utilizando pontos-fonte dentro do dominio, se assemelhando ao Método dos Nos de Contorno.
Os dois métodos foram eficazes na determina¢do do perfil de temperatura no dominio. O
Meétodo das Solugoes Fundamentais apresentou melhores resultados em relagdo a precisdo e a
velocidade em todos os casos estudados.

Palavras-chave: Metodos Numericos, Volumes Finitos, Solucoes Fundamentais, Nos de
Contorno, Difusdo

1. INTRODUCAO

A compreensdo da fisica envolvida na transferéncia de calor e na dindmica dos fluidos
possui um papel fundamental para processos industriais, eventos naturais e diversos outros
(Patankar, 1980). Para isso os métodos numéricos sao amplamente utilizados para predizer
fendmenos que possuam geometrias e/ou equacionamentos mais complexos, sendo estes
métodos muito estudados para se obter respostas cada vez mais precisas e rapidas. Visto isso, o
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objetivo deste artigo ¢ a comparagdo da acurdcia e tempo de resposta entre o Método dos
Volumes Finitos e 0 Método das Solugdes Fundamentais em um problema direto bem definido.

2. METODOS NUMERICOS
Os métodos numéricos aplicados neste artigo sao apresentados nesta se¢ao.

2.1 Método dos Volumes Finitos

O Método dos Volumes Finitos ¢ um método numérico que consiste em integrar as
equagoes diferenciais governantes no espago € no tempo para um dominio tal a ser estudado de
forma conservativa, como definido por Patankar (1980).

A discretizacao do dominio a ser estudado ¢ necessaria, visto que as equagdes governantes
sdo de forma diferencial. Para isso, o dominio deve ser dividido em subdominios, chamados de
volumes de controle, descritos como na Figura 1, onde a integracdo das equagodes diferenciais
sera feita para cada um volume de controle. Para isso, a discretizacdo serd feita com malha
estruturada simples, com elementos quadrangulares de dimensdes estipuladas pelo nimero de
elementos desejados nas dire¢des x e .

+N
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s dy
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Figura 1 - Volume de controle quadrangular bidimensional

Para um dado volume de controle, a propriedade analisada ¢ dada no ponto P, e os pontos
N, S, E e Wsdo os pontos de vizinhanga ao norte, sul, leste e oeste, ou, para o caso 2D, ponto
superior, inferior, a direita e a esquerda, respectivamente. A célula, assim também chamado
volume de controle, possui uma interface que possui uma interagdo tal com as faces
representadas por n, s, e € w, seguindo a convengdo estabelecida para N, S, E ¢ W,
respectivamente.

A equacdo de difusdo de calor sem geragdo em regime estaciondrio para um material
isentropico € expressa por (1).

V(kVT) =0 (1)

Para isso, integra-se a equacdo XX e esta ficara representada pelos Método dos Volumes
Finitos de acordo com (2).
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(TE-Tp) (Tp—Tw) (Tn—Tp) (Tp-Ts) _
Ayk T Ayk T Axk T + Axk vk 0 (2)

Assim, de acordo com Versteeg & Malalasekera (1995), podemos rearranjar os termos e
obter o equacionamento como se segue em (3).

apTp = ayTy + asTs + a,T, + a, T, + S, 3)
Onde os coeficientes sao definidos como descrito na Tabela 1.

Tabela 1 - Coeficientes para os volumes de controle no interior do dominio

ay,ag ag, Ay ap

Axky Ay k x

ay+as+ap+ay—S
Ay Ax N S E w P

Os valores de Sy e Sp, neste caso, variam de acordo com as condi¢des de contorno. Para as
condig¢des de contorno, imprescindiveis para a solugdo numérica, foram propostas para as faces
a esquerda e a direita influéncia de fluxo de calor por convecgdo, e faces superior e inferior
como superficies adiabéaticas, gerando assim os contornos descritos na Tabela 2.

Tabela 2 - Coeficientes para os volumes de controle no contorno

Esquerda Direita Superior Inferior
ag =0 ay =0 Sy = href'N Trefn dx Sy = hreer Trefss dx
Sy =aq Sy =qr Sp = hyep,s dx Sp = hyep s dx

Com isso, aplica-se a todos os volumes de controle e faz-se o uso do método iterativo para
obtenc¢do do campo de temperatura no interior do dominio, neste caso Gauss-Seidel.

2.1 Método das Solucoes Fundamentais

O método das Solugdes Fundamentais foi inicialmente descrito por Kupradze e Aledsidze
(1964), vindo a se tornar um método efetivo na resolugdo de problemas diretos e inversos
governados por equacdes diferenciais parciais, sendo a sua solugdo baseada na combinagao
linear de solucdes fundamentais, como explicitado por Sun e He (2017). Loeftler e Falchetto
(2015) afirmam que a modelagem do Método das Solu¢des Fundamentais consiste na inser¢ao
de uma série de pontos de colocagdo sobre o contorno onde o problema sera analisado, o que
exige uma computacao rigorosa das condi¢des de contorno do problema mesmo sem ele exigir
uma discretizagdo explicita.

A solucao do Método das Solucdes Fundamentais ¢ aproximada através de uma fungao
como apresentada na Eq. (4), onde f8; sdo os coeficientes desconhecidos a serem determinados,
G ¢ a solucao fundamental da equacdo diferencial eliptica em questdo e N € o nimero de pontos
fonte-fonte considerados.

u(x) = X3, BiG(x,y;) 4)
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De modo anéalogo ao desenvolvimento de Colago et al. (2006), tem-se para solucdo da

equacdo de Helmholtz em 2D a solugdo fundamental descrita na Eq. (5), onde Hél) ¢ a fungdo
de Hénkel, definida pelas fun¢des de Bessel de primeiro e segundo tipo.

G(x,y) = (i/HHP (kllx = yII) (5)

Adotando apenas a func¢ao de Bessel de primeiro tipo em (5) € possivel considerar pontos
dentro do dominio, resultando em uma metodologia semelhante ao Método dos Nos de
Contorno, resultando, portanto, nas Eq. (6) e Eq. (7), para cada ponto de colocagdo utilizado,
sendo as fungdes da temperatura e do fluxo de calor medidos, respectivamente, sendo ||7;|| =

||x — y;ll, no vetor normal ¢ K a condutibilidade térmica do material de estudo.

iz1 2521 Buj JoGeillmyll) = To (6)

nr Amed (X,y)
1 ZIA G B il ) = Lt 2

Nota-se que, conhecidos pontos no contorno em relagdo ao fluxo de calor e a temperatura
¢ possivel reduzir as Eq. (6) e Eq. (7) em um sistema linear descrito na forma matricial descrita
na Eq. (8), onde existem M X N incognitas f5;,; € 2P equagdes, para P sendo o niimero de
pontos de colocagdo, descrito em bcomo o termo da direita das Eq. (6) e (7).

AB=Db (8)
Determinados os coeficientes f;,; apos aplicagdo do método dos minimos quadrados

devido ao carater ndo quadrado do sistema, ¢ possivel obter as temperaturas e fluxos a partir da
Eq. (9) e (10), respectivamente.

T(x) =X, Z?I=1 Birj Jo (il 1) )

T (x, _

D = B TN G i S Gl ) 10)
3. RESULTADOS

O dominio em estudo ¢ baseado no problema descrito por Valle (2007), que possui
geometria simples de material isentropico sem geracao de calor de largura L e altura H.
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Figura 2 - Esquema para geometria estudada

As equagdes governantes no dominio e as condi¢gdes de contorno sdo apresentadas como

segue nas Eq. (11), (12), (13), e (14).

V2T = 0 no dominio Q

oT
ka = hrefrl (T — Tref'l) emx =0

‘kg—i = hyefor (T — Trepn ) em x = L no dominio Q

T
E—Oemy—Oeemy—W

(11)
(12)
(13)
(14)

Portanto, tem-se nas faces em x = 0 e L contorno regido por convecgdo e nas faces emy =

0 e W contorno adiabatico.

Inicialmente utilizou-se o Ansys® Steady-State Thermal de modo a gerar os dados que
servirdo de base para o desenvolvimento do artigo. Optou-se pelo uso da plataforma como
forma de validacdo dos casos de estudo devido a sua simplicidade, sendo os resultados desta

modelagem explicitados na Figura 3.
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Figura 3 - Representacdo dos dados utilizados como modelo base nos experimentos
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Os programas desenvolvidos para a solugao do modelo via Método dos Volumes Finitos e
Método das Solugdes Fundamentais foram desenvolvidos na plataforma Matlab®, sendo o
computador utilizado um Notebook de processador Core I5 com 8gb de memoria RAM. Para
as simulacdes, foram utilizadas malhas de 50x50, 25x25 e 10x10, respectivamente, sendo
apresentados os erros € os tempos em cada caso, dispostos na Tabela (3).

Tabela 3 — Resultado dos experimentos numéricos

Malha erro MVF (%) tempo MVF (s) erro MSF (%) empo MSF (s)
10x 10 0,7908% 0.37s 0,00042% 0.190133
25x 25 0,6919% 13.38 s 0,37645% 2.730678
50 x 50 0,3256% 193.89 s 0,00066% 53.423998

Nos experimentos utilizando o Método das Solucdes Fundamentais foi necessario encontrar
em cada caso o melhor valor para o nimero de nimeros de onda na obtencdo da solugdo do
sistema, sendo a ideia de Colaco et al. (2006) de determinar a frequéncia que apresente 0 menor
erro na solucdo do sistema da Eq. (8), sendo neste artigo comparado o erro méaximo relativo
para cada valor de. O valor de 5 para o nimero de ondas se mostrou o melhor caso. Na resolugao
do sistema linear dado pela Eq. (8) foi utilizado o GMRES com tolerancia de 1e-9, dados os
resultados positivos obtidos por Valle (2007), tanto devido a velocidade do método quanto a
sua boa precisao.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho foram comparados parametros da solu¢do de um problema direto através do
M¢étodo dos Volumes Finitos e o0 Método das Solu¢des Fundamentais semelhante ao Método
dos No6s de Contorno. Dados os pardmetros do sistema foram determinadas as temperaturas no
dominio do problema. O Método das Solugdes Fundamentais se mostrou uma opg¢ao poderosa
na aproximagdo das temperaturas tendo a exigéncia de utilizar pontos de colocagdo e de ser
conhecida a solu¢do fundamental da equagdo diferencial parcial utilizada na solucao.

Além de ser mais rapido na solugdo direta do problema tanto para malhas mais grosseiras
quanto mais refinadas em comparag¢ao ao Método dos Volumes Finitos para o caso estudado, o
Método das Solu¢des Fundamentais apresentou acuricia consideravelmente maior em relagado
aos trés casos estudados. Apesar de tais vantagens, o Método dos Volume Finitos apresenta
relativamente simplicidade de implementacdo quando comparado ao Método das Solucdes
Fundamentais.
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COMPARISON BETWEEN FINITE VOLUME METHOD AND FUNDAMENTAL
SOLUTIONS METHOD IN A TWO-DIMENSIONAL DIFFUSION PROBLEM

Abstract. The purpose of this article is to solve a two-dimensional diffusion equation of heat
problem for a quadrangular geometry with two adiabatic surfaces and two convection heat flux.
The main goal is to present linear heat transfer on the studied domain, using Finite Volume
Method and Method of Fundamental Solution, similar to Boundary Knot Method. Both methods
were effective to determine domain temperature profile. The Method of Fundamental solution
presented better results regarding accuracy and calculation time on studied cases.

Keywords: Numerical method, Finite Volumes, Fundamental Solution, Boundary Knot,
Difusion

Anais do XXI ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais.
Buzios, RJ— 08 a 11 Outubro 2018





