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Resumo. O presente trabalho tem o objetivo de estimar trés pardametros associados ao pro-
blema de conducgdo de calor em uma placa termicamente fina, utilizando o Algoritmo de
Metropolis-Hastings e o Amostrador de Gibbs. O problema inverso é formulado de acordo
com dados experimentais simulados a partir de solucées numéricas para o problema direto
e informagoes a priori para os pardmetros. A principal contribuicdo é a apresentagcdo de
distribuigcoes condicionais completas para os pardametros de interesse. Os resultados obtidos
mostram que o Amostrador de Gibbs, quando implementado para estas distribui¢oes, possui
melhor performance do que o Algoritmo de Metropolis-Hastings, ou seja, produz distribuicées
a posteriori com menor desvio padrdo e intervalos de credibilidade de menor amplitude.
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1. INTRODUCAO

Muitos problemas em transferéncia de calor sdo dependentes do tempo, e nestes casos,
pode ser interessante encontrar estimativas para propriedades térmicas relevantes ao estudo da
interagdo entre um determinado material e uma dada fonte de energia em dado momento. O
problema inverso associado a transferéncia de calor em uma placa termicamente fina busca de-
terminar parametros capazes de influenciar na propria transferéncia de calor, dadas medidas de
temperatura correspondentes a solu¢do do problema direto. Neste contexto, o presente traba-
lho apresenta duas formas de resolver um problema inverso de condugdo de calor por meio de
Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (Gamerman e Lopes, 2006), sendo uma das
propostas baseada em distribui¢des condicionais completas. Os c6digos computacionais foram
implementados em linguagem R (R Development Core Team, 2013), especificamente com o
pacote R2Jags (Su, 2015), que é uma interface mais simples para o uso da linguagem BUGS
(Spiegelhater, 2000).
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O estudo da estimativa de propriedades térmicas via condicionais completas se justifica por
permitir as incertezas de medicdo presentes nos parametros do modelo, além de ter grande
velocidade na convergéncia das cadeias de Markov, comparando com outros métodos.

2. FORMULACAO MATEMATICA E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Considerando uma placa termicamente fina, pode-se modelar o problema fisico de conducao
de calor unidimensional ilustrado na Fig. 1, por meio de uma abordagem via parametros con-
centrados. Assim, o problema de conducdo de calor pode ser modelado pela seguinte equagdo
diferencial ordindria (Incropera, 2006; Ozisik, 1993; Cotta e Mikhailov, 1997):

T
LC’pdd—it) =q—h[T(t) — T, parat >0 (1)
T(t) = Tini, parat =20 ()

onde L é a espessura da placa (m), C, é a capacidade térmica volumétrica (J/m3K), Ts,
¢ a temperatura ambiente do fluido (°C'), h é o coeficiente de troca térmica por convecgdo
(W/m?K), q é um fluxo de calor constante (W/m?) e T},; é a temperatura inicial (C°). A Eq.
(2) é uma condicao inicial.
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Figura 1- Transferéncia de Calor - Placa e Fluido

A solugdo analitica deste problema € dada por (Incropera, 2006; Ozisik, 1993; Cotta e
Mikhailov, 1997):

—t.h —t.h —t.h
T..(1— T ;.
) + Too( eXp(L.Cp)) + Lini eXp(L.Cp

); 3)

cuja estrutura permite formulagdo explicita associada ao problema inverso para os parametros
q, Two € Tjp;. Tais formulagdes, bem como a solucdao do problema inverso, sao apresentadas nas
duas secdes a seguir.
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3. FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

Neste trabalho, para que o método proposto seja analisado, inicialmente serdo considerados
dados experimentais sintéticos Y para a solucdo do problema inverso. Neste caso, o desvio
padrao das medicdes, bem como, sua distribui¢do estatistica sdo gerados de forma controlada.
Em seguida, em trabalhos futuros, espera-se aplicar a presente abordagem em casos envolvendo
medicoes reais. Assim, pode-se utilizar a solucao do problema direto com a adi¢ao de um ruido
aleatdrio com distribuicao normal para a obten¢do de dados simulados, como segue

Y; =Ti(0) + &, &~ N(0,07). “)

Para evitar o crime inverso (Colago e Orlande, 2006; Kaipio e Somersalo, 2005), ou seja,
a pratica de usar o mesmo modelo para simular os dados experimentais e resolver o problema
inverso, as solugdes do problema direto foram obtidas numericamente, por meio do método
Runge-Kutta de quarta ordem. O problema inverso é, desta forma, resolvido com a solugao
analitica apresentada anteriormente. De maneira objetiva, a Inferéncia Bayesiana busca re-
solver problemas inversos utilizando toda informacao disponivel sobre o comportamento dos
parametros de interesse, normalmente codificada em distribui¢des de probabilidade a priori.
Desta forma, a solucao do problema inverso é, conforme Kaipio e Fox (2011), a distribui¢ao a
posteriori para estes parametros. Em tal contexto, tem-se que a equagao

n

PO 10) xesp | -3 (3

i=1

Y, - T;)°
% : (5)

o

¢ a funcdo de verossimilhanca do modelo, que representa a distribui¢ao conjunta de todas as
observacoes independentes Y. Neste caso, 7; foi obtido analiticamente e n € o nimero de
observacdes. As distribuicdes a priori para os elementos do vetor de parametros ¢ sdo dadas
por

g ~ N(1200,500), (6)
Ty ~ N(25,2.5), 7)
Tii ~ N(25,2.5). (8)

O teorema de Bayes € a regra de atualizacdo que relaciona as distribui¢cdes a priori e a
verossimilhanca, conforme Migon e Gamerman (2014). Através deste teorema, é possivel en-
contrar o nucleo da distribuicao a posteriori,

PO Y) o P(Y | 0)P(0). ©)

Por diversas vezes, a Eq. (9) ndo resulta em expressoes de distribui¢cdes de probabilidade
conhecidas. Esta dificuldade impede, por exemplo, que valores desta distribui¢do sejam amos-
trados diretamente de softwares ou pacotes especificos para estatistica.

Os métodos MCMC conhecidos por Amostrador de Gibbs e Algoritmo de Metropolis-
Hastings sdo populares formas de aproximagao da distribuicao a posteriori, segundo Gamerman
e Lopes (2006). O objetivo deste trabalho € a comparagao entre os resultados obtidos para a
distribui¢do a posteriori do vetor de parametros com estes dois métodos.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Os parametros utilizados para geracdao de medicdes simuladas utilizadas na solugdo do pro-
blema inverso e que ndo sdo de interesse foram considerados conhecidos deterministicamente e
por este motivo ndo participam dos procedimentos de estimacdo como variaveis aleatdrias. Os
valores 0,002m, 95W/m?*K e 1,9 x 10°J/m3K foram atribuidos, respectivamente, a L, h e
C,. Os valores escolhidos estdo relacionados com caracteristicas de amostras disponiveis em
aluminio e de uma bancada experimental onde se espera validar a presente metodologia(Lacerda
et al., 2018). O desvio padrdo associado ao ruido ¢; e valores de teste para os parametros de
interesse q, 1., e T},; foram escolhidos considerando o mesmo motivo citado anteriormente.
Neste caso, utilizou-se o = 0,2°C, ¢ = 1000W/m?, T, = 24°C e Ty,; = 25°C. A variancia
pequena torna os dados simulados bem concentrados nas solugdes analiticas. Baseando-se na
Eq. (9), que representa o teorema de Bayes, € possivel encontrar distribuigdes condicionais
completas para cada um dos pardmetros de interesse do problema. Tais distribui¢des sao obti-
das para um determinado parametro 6, € 6 considerando todos os outros parimetros constantes
na expressao da distribui¢do a posteriori. Para 0 = (¢, T, Tini), tem-se

0 (Z Ai(Y; )) 100005 g2 (02

ql0(—q) ~N , , (10
5002 (Z A2> + 02 5002 (Z Az) + o2
com A; —1—exp(_zh) B = T Ai + Tipi(1 — Ay) e T(i) = £A; + B,
(i (Y, >> 125
Too | O(=Too) ~ N | == (1D
(z Af) L ZAQ
i=1
com C; = (exp(g ))+T (1 —exp(te& ))eT( )=Ci+TA; e
(Z D;(Y; — E; )) + 25 )
'mz | 0( lTL’L) ~ N ? (12)

G G

)+ Too(1 — exp(£gt)) € T(i) = E; + Tini Di.

com D; = exp(1 Zh) E; =11 —exp(tg

O Algoritmo de Metropolis-Hastings gera valores de uma distribuicdo auxiliar de
mais vidvel amostragem e os aceita como observagdes da distribui¢do a posteriori com
determinada probabilidade, que, em determinadas condi¢des, € calculada através de uma
razao entre verossimilhancas em estados especificos. Trata-se de um método de rejeicao, cujo
desenvolvimento faz parte dos mais notdveis avancos da estatistica, especialmente a partir de
década de 60.

O Amostrador de Gibbs é um interessante caso particular do Algoritmo de Metropolis-
Hastings (Gamerman e Lopes, 2006), onde sempre haverd mudanga na cadeia de parametros de
interesse, ou seja, a probabilidade de aceitagdo vale sempre 1. As transi¢cdes de uma iteragao
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para outra das cadeias sdo feitas, neste problema de conducdo de calor, de acordo com as
distribui¢des condicionais completas, representadas pelas Egs. (10-12). A tabela 1 apresenta os
valores dos parametros ¢, 1},; € T, que foram utilizados para a geragao dos dados, os resulta-
dos obtidos pelos algoritmos durante a estimativa e intervalos de credibilidade de 95% para os
algoritmos de Metropolis (MH) (Migon e Gamerman, 2014) e de Gibbs (GB).

Tabela 1- Estimacao - Pardmetros ¢, T;,; € Too

Valores Reais  Estim. (MH) IC. (MH) Estim. (GB) IC. (GB)
q(W/m?) 1000,00 1105,45 [1020,58 ; 1189,70] 1097,56 [1074,55 ; 1128,57]
Tini(°C) 25,00 24,72 [24,58 ; 25,76] 25,15 [25,23 ;25,81]
Too (°C) 24,00 25,04 [24,64 ; 25,45] 24,53 [24,12 ;24,92]

Pode-se verificar que o Amostrador de Gibbs apresenta melhores estimativas pontuais e
intervalos de credibilidade de menor amplitude, ou seja, para este problema, a utilizagdo
das distribui¢cdes condicionais completas parece melhorar a estimacdo dos parametros em
avaliacdo. Também € interessante observar que os valores reais nao estdo dentro dos intervalos
de confianga para nenhum dos pardmetros estimados, apesar de estarem bem proximos.

Tais fatos sobre a qualidade das distribui¢des a posteriori geradas também podem ser com-
provados através de diagnosticos de convergéncia. Implementando ambos os métodos, MH e
GB, com “lag” de tamanho 10, “burn-in” para os 1000 primeiros valores amostrados em 10000
iteragdes e valores iniciais fixos (¢ = 500, T;,; = 12.5 e T, = 50), as cadeias convergiram
em menos iteracoes com o Algoritmo de Gibbs. Por “lag”, entende-se o intervalo entre os ele-
mentos selecionados para a amostra da distribui¢do a posteriori, apos a implementacao de um
método MCMC. “Burn-in” € o descarte do periodo inicial de aquecimento do modelo. O di-
agnostico de Gelman, que € um diagnéstico de convergéncia baseado em andlises de variancia
para cadeias obtidas sequencialmente, no entanto, € préximo de 1 para ambos os métodos, o
que deixa clara a convergéncia nos dois casos. As Figs. 2 e 3 apresentam as cadeias para o
parametro ¢, obtidas pelo Amostrador de Gibbs (GB) e pelo Algoritmo de Metropolis-Hastings
(MH), respectivamente.
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Figura 2- Cadeia de Markov-Amostrador de Gibbs: Pardmetro q
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Figura 3- Cadeia de Markov-Metropolis Hastings: Parametro q

Verifica-se ainda, que as cadeias se movimentam do valor inicial (50% do valor real) em
direcdo ao valor exato do parametro rapidamente, representado pela linha vermelha. O “burn-
in” elimina qualquer relagdo com o valor inicial, que € escolhido de forma arbitraria. A cadeia
obtida via Amostrador de Gibbs (GB), porém, possui menor variancia, como se pode observar
nas areas entre as cadeias, para os dois métodos, e a linha vermelha que representa o parametro
real. Tal fato estéd totalmente de acordo com a comparacao entre as amplitudes dos intervalos
de credibilidade obtidos para os dois casos. O melhor ajuste do Algoritmo de Gibbs ainda pode
ser verificado por meio de graficos sobre a temperatura estimada. As Figs. 4 e 5 mostram as
curvas ajustadas, as observacoes e os intervalos de credibilidade para os métodos GB e MH,
respectivamente
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Figura 4- Temperatura ao longo do tempo - GB
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peratura ao longo do tempo.
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Figura 5- Temperatura ao longo do tempo - MH

especificamente obtidos pelo Amostrador de Gibbs (Fig. 7)
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Histograma Priori - q

O intervalo de credibilidade do Algoritmo de Metropolis-Hastings é mais largo para a tem-
Os principais resultados deste trabalho sdo avaliados para o
parametro ¢, pois este € de mais dificil obtencdo. As temperaturas em questdo, 7;,; € 1o,
outros parametros deste trabalho, podem ser alvo de medi¢do direta por instrumento, por exem-
plo. Por fim, a abordagem bayesiana se justifica por meio de uma simples comparagao entre
os histogramas das distribui¢des a priori e posteriori para g (Fig. 6) e da analise de residuos,

Histograma GB - q

o
w o
m [Ty
g ®
C
o -
3
o
o
C 38 4
w
o
I I I I I I I
0 1000 2000 3000 1050 1100 1150
2
q(W/m?) q(W/m?%

Figura 6- Histogramas - q

seja, nao hd indicacdo de correlagcdo entre os parametros estimados.
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Pode-se verificar que a distribui¢ao a posteriori € mais informativa do que a distribui¢cdo de
probabilidade que se tinha inicialmente em rela¢do ao parametro ¢, pois o histograma fica mais
concentrado no valor exato estabelecido para a quantidade de interesse apds o cédlculo desta
distribui¢do. Os residuos em torno do zero mostram que nao existem assinaturas nas curvas, ou
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Figura 7- Residuos - GB

5. CONCLUSOES

As principais contribui¢des do trabalho t€m relacdo com a defini¢cao dos hiperparametros as-
sociados as distribuicdes condicionais completas dos parametros de interesse. Com tais nticleos,
¢ possivel implementar o Amostrador de Gibbs e obter ganho de estimacdo em relacdo ao Al-
goritmo de Metropolis-Hastings tradicional, método que € bastante utilizado em trabalhos da
area. Trabalhos futuros podem explorar distribui¢des aproximadas para os outros parametros
do problema de transferéncia de calor, que aparentemente ndo possuem formulagdo implicita
no contexto de problema inversos. Também podem ser escolhidas outras distribui¢des a priori
para os parametros de interesse, ainda mais informativas, e ajustados outros métodos MCMC,
tais como Sequential Monte Carlo (SMC).
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COMPLETE CONDITIONAL DISTRIBUTIONS ASSOCIATED WITH THE INVERSE
PROBLEM OF HEAT TRANSFER IN THERMICALLY THIN PLATES.

Abstract. The objective of the present work is to estimate three parameters associated to the
heat conduction problem in a thermally thin plate using the Metropolis-Hastings Algorithm and
the Gibbs Sampler. The inverse problem is formulated according to simulated experimental data
Jfrom numerical solutions to the direct problem and a priori information for the parameters. The
main contribution is the presentation of complete conditional distributions for the parameters
of interest. The obtained results show that the Gibbs Sampler, when implemented for these dis-
tributions, has better performance than the Metropolis-Hastings Algorithm, that is, it produces
a posteriori distributions with smaller standard deviation and smaller credibility intervals.

Keywords: Heat Transfer, Bayesian Inference, MCMC Methods.
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