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Resumo.

Neste trabalho apresenta-se uma soluc¢do analitica para equagdo de difusdo-adveccdo bidi-
mensional fraciondria considerando-se o modelo evolutivo bi-fluxo. A solugdo é obtida com a
combinacdo do método da decomposicdo por Laplace e perturbacdo por homotopia, obtendo-
se uma solugdo genérica dependente da funcdo de Mittag-Leffler, a qual é intrinseca as solugoes
de equacoes diferenciais fraciondrias. Os resultados mostram uma rdpida convergéncia e uma
boa concordancia com dados experimentais.

Palavras-chave: Transformada de Laplace; equagdo de difusdo-adveccdo, derivada fraciond-
ria; modelo evolutivo bi-fluxo.

1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos, varios métodos t€ém sido propostos para obten¢do da solu¢do da equacao
da difusdao-adveccao, a qual é empregada para estimativas da concentracdo de poluentes em
funcdo do espaco e do tempo, levando-se em conta fatores como fonte emissora, condi¢cdes
meteoroldgicas, caracteristicas do meio e velocidade em que o poluente € carregado, porém
todos com suas limitagdes. Os processos que regem o transporte e difusdo dos poluentes sdo
numerosos € muito complexos, sendo que seria invidvel descrevé-los sem auxilio de modelos
matematicos, os quais normalmente sdo descritos pela equacdo de difusdo-adveccdo. Através
deles € possivel descrever, interpretar, administrar liberagdes acidentais, avaliar areas de risco,
identificar fontes poluidoras, corrigir € controlar as concentracdes de poluentes na atmosfera
(Moreira e Tirabassi, 2004).

Entretanto, normalmente as solu¢gdes analiticas da equagdo de difusdo sdo em funcdo da
tradicional Lei de Fick. De um modo diferente, neste trabalho, adota-se a equacdo de difusdo-
adveccao considerando-se uma nova aproximacao na lei de Fick através do processo de difusao
bi-fluxo (Bevilacqua et al., 2015). O processo bi-fluxo consiste no fluxo simultineo de dois
conjuntos de particulas espalhadas com duas velocidades distintas. O primeiro conjunto obe-
dece a lei cléssica de Fick, o chamado fluxo primdrio, enquanto o segundo, denominado de
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fluxo secunddrio, segue uma nova lei, chamada de retencdo. A equacdo resultante apresenta
uma derivada de quarta ordem e fornece uma abordagem consistente por levar em consideragao
a energia rotacional que, de outro modo, nao seria possivel com a teoria cldssica (Bevilacqua et
al., 2015). A literatura apresenta muitas solugdes analiticas para a equacio de difusdo-adveccdo
na forma tradicional (Rounds, 1995; Demuth, 1978; Nieuwstadt e Haan, 1981; Tirabassi et
al., 1987; Tirabassi, 1989; Tirabassi e Rizza, 1994), considerando também derivadas de ordem
inteira.

Nesse trabalho, propde-se a solu¢ao da equacao de difusdo-advec¢ao bidimensional conside
- rando-se o processo bi-fluxo (Bevilacqua et al., 2015), com uma derivada de ordem fracio-
ndria, utilizando-se o método da decomposi¢do por Laplace e perturbacao por homotopia (He,
2008a) (He, 2008b). A ideia essencial desse método é combinar a transformada de Laplace e o
método de perturbacdo homotopia. Este método conduz a uma solu¢do sem nenhuma discreti-
zacdo, evitando com isso os erros de aproximacdo dos métodos numéricos. O resultado dessa
combina¢do mostra um procedimento elegante que fornece uma solucao fechada, obtida através
de uma série que converge rapidamente.

2. METODOLOGIA

A difus@o por bi-fluxo consiste no fluxo simultdneo de dois conjuntos de particulas espalhando-
se com duas velocidades distintas, sendo modelada através de uma equacdo diferencial linear
de 2% e 4* ordem:

o 52 o
ua—xj (z,2) = mﬁa—zj (£,2) = B(1= B ko (2,2) (1)

para 0 < z < h,z > 0, onde h € a altura da camada limite atmosférica (CLA), u é a
velocidade longitudinal do vento médio e é um pardmetro de ordem fraciondria (0 < a < 1).

Além disto, ¢ € a concentracdo de poluentes, z € a varidvel espacial na dire¢do vertical, x é
a distancia longitudinal da fonte, § representa um parametro de controle da reten¢do e difusio
e, por simplicidade, considera-se os coeficientes de difusdo k; e ko constantes. Para obter-se a
solugdo da equacdo (1) é necessdrio especificar as condi¢cdes de contorno:

kZ@:Oemz:h (2)
0z

kz&:Oemz:O (3)
0z

Além disso, assume uma condi¢do inicial com emissdo de poluentes constante Q na altura
da fonte:

uc(0,z) = Qo(z — Hg) emt =0 “)

onde 0(z — H,) é a fungdo delta de Dirac e H, € a altura da fonte. Para usar a metodologia
proposta neste trabalho a fungdo delta de Dirac deve ser aproximada pela expressao:
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dz— Hy) = —i-QZcos (Anz)cos(A,Hy)] ®)

n=1

bl*—‘

onde 0(z — H,) é a fungdo delta de Dirac e H € a altura da fonte. Para usar a metodologia
proposta neste trabalho a fun¢do delta de Dirac deve ser aproximada pela expressao:

c(z,0) = %[1 +2 Z cos(Anz)cos( A\, Hy)] (6)

n=1

para a solucdo da equacdo (1), aplica-se a transformada de Laplace na varidvel x, usando a
defini¢do da derivada de Caputo, obtendo-se:

e (5,9) — us e (0.2) = Lo T )]~ L]sa-pkgt ] 0

onde L representa a transformada de Laplace. Rearranjando-se a equacdo (7), obtém-se:

t(zs) = S0 4 6k1L{822(x2)}—ML[%(%z)] )

S us« us™

aplicando-se a inversa da transformada de Laplace na Equacao (8), resulta:

L e (e s) = L7 {C 20 Py B—Z‘; (x, z)} L) B;:j (x, z)” ©)
portanto,
_ 4
c(r,z)=co+ L7" {ff; [&ZQ (x, z)]—%[, {24@ z)” (10)

pelo método da homotopia, a solugdo geral pode der escrita como:

c(m,z):co+cl—|—02+c3+---:Zc,- (11)
i=0
onde:
co = Q[l +2 f: cos(Apz)cos( A, Hy)] (12)
uh

n=1

e 0os demais termos:

uEr {a ()] - 200k {a

Cit1 (iL‘,Z) =L e 922 s 5 (x,z)H 1=1,2,3... (13)
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seguindo-se a metodologia, calculam-se as derivadas que serdo utilizadas nos termos c;. Por
simplicidade, tomando-se em (13), A; = fky e Ay = 5(1 — ()ks, resulta:

- 2@1'& > 2 2
=g o+ 1)uh nzzl AL cos (Anz) cos (A, Hy) (A1 4+ As)2) (14)

QQ:B a 2
= Foa 1 1) ah Z AL cos (\n2) cos (A Hy) (A1 + As)2) (15)

onde I' € a funcdo Gamma. Portanto, agrupando-se estes primeiros termos, tem-se:

2 o
c(z,2) = %—FTQ Z cos (Anz) cos ()\an){l a+1))\i (Ay 4+ A)2) + QF(;UTH))\ (A + AX2)% +
n=1
(16)
portanto, a solucdo final é dada por:
c(z,2) = % —% Z cos (Apz) cos (A Hy) Eq [—2%A2 (A1 + A2)2)] (17)

segue que a equagdo (17) é mais geral, no sentido que, se ko = 0e (A = 0)ea = 1,
obtém-se a solucdo para difusdo normal. Cabe ressaltar que F, € a funcdo de Mittag-Leffler, a
qual ¢ intrinseca as solucdes com derivadas fracionarias.

3. Parametrizaciao da turbuléncia

Neste trabalho, utiliza-se um coeficiente de difusdo turbulento dependente somente da va-
ridvel z para condi¢des instaveis (Degrazia et al., 1997):

K, = 0.22w,2 (5) ’ (1 _ 3) ’ {1 ~e(H12) Z0.0003¢(5%) (18)

Zi

onde w* € a velocidade convectiva. Para obteng¢do de um K (k;) constante ¢ feita uma
média desde o solo (z = 0) até h (altura da CLA).

4. RESULTADOS

Para investigar o funcionamento da solugdo obtida contrapdem-se os dados obtidos pelo
modelo com os dados obtidos nos experimentos de Copenhagen. Os experimentos de dispersao
em Copenhagen, retratados nos artigos Gryning et al. (1987) e Gryning e Lyck (1984), con-
sistiram na liberag¢do do tracador SF6 (hexafluoreto de enxofre). O tracador foi liberado sem
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empuxo a partir de uma torre com altura de 115 m sendo coletado ao nivel do solo. As unida-
des de amostragem foram posicionadas a uma distancia entre 2 a 6 km, a partir do ponto onde
ocorreu a liberacao do poluente. O comprimento de rugosidade foi de 0.6 m. Os parametros
micrometeoroldgicos para este experimento estdo tabulados no artigo de Degrazia et al. (2001).

Observe que neste experimento a concentracdo integrada lateralmente foi normalizada pela
taxa de emissdo (c/Q). Na figura 1, mostra-se o grafico de convergéncia para o com valores
0.90, 0.95 e 1.00, apresentando riapida convergéncia.

Além disso,nas figuras 2, 3 e 4 mostram-se os graficos de espalhamento considerando-se a
Eq. (17), com o coeficiente de difusdao constante dado pela Eq. (18), para vento médio medido
a 10 m, considerando-se o com valores 0.90, 0.95 e 1.00, respectivamente.

&
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.6 -
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Figura 1- Gréfico de espalhamento das concentragdes Observadas (Co) e Preditas pelo modelo (Cp).
Considerando-se a Eq. (17), utilizando o coeficiente de difusdo da Eq (18) com velocidade medida 10
m. Para o experimento de Copenhagen.

Co (10s.m?)
o

Figura 2- Gréfico de espalhamento das concentragdes Observadas (Co) e Preditas pelo modelo (Cp).
Considerando-se a Eq. (17), utilizando o coeficiente de difusdo da Eq (18)com velocidade medida 10 m.
Para o experimento de Copenhagen.
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Cp (10*s.m?)

Figura 3- Gréfico de espalhamento das concentragdes Observadas (Co) e Preditas pelo modelo (Cp).
Considerando-se a Eq. (17), utilizando o coeficiente de difusdo da Eq (18) com velocidade medida 10
m. Para o experimento de Copenhagen.

Figura 4- Gréfico de espalhamento das concentracdes Observadas (Co) e Preditas pelo modelo (Cp).
Considerando-se a Eq. (17), utilizando o coeficiente de difusdo da Eq (18), com velocidade medida 10
m. Para o experimento de Copenhagen.

As figuras mostram que a concentracio integrada lateralmente a partir do modelo com k;
constante, em condi¢cdes moderadamente instdveis do experimento de Copenhagen, apresentam
bons resultados. Entretanto, os melhores resultados foram para @ = 1.00 e = 0.95, onde
quase todos os pontos estdo entre as linhas pontilhadas, as quais representam um fator de 2.
E possivel verificar a influéncia do pardmetro «, de forma que para o = 0.90 os resultados
comecam a ficar piores.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho foi demonstrado que o método de decomposi¢do por Laplace e perturbacao
por homotopia pode ser utilizado para resolver a equagdo de difusdo-advecgdo fraciondria com
fechamento bi-fluxo.

Desta forma, obtem-se uma solucao mais geral. Esta metodologia € simples e direta, apre-
sentando uma rapida convergéncia na série. Ressalta-se que esta é a primeira vez na literatura
que esta equacdo com fechamento bi-fluxo tem uma solucio obtida com a utilizacdo de deriva-
das fraciondrias.
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