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Resumo. Um grande numero de problemas de biotransferéncia de calor pode envolver
condigoes de contorno especificas para simular situacoes de aquecimento, queimaduras e
termoterapias. Apesar das solugoes analiticas disponiveis, muitas formas cldssicas e
modificadas da famosa equagdo de Pennes requerem solugoes numéricas rapidas e precisas.
Este trabalho introduz o método da fun¢do de base radial (RBF) aplicado a solu¢do da equagdo
de biotransferéncia de calor com condig¢oes de contorno relacionadas a fungdo de aquecimento
constante e degrau. Além disso, um esquema adaptativo temporal foi utilizado com o método
RBF. Os resultados numéricos obtidos apresentaram erros menores que 0,1%, quando
comparados com solugoes analiticas e permitem afirmar que a metodologia proposta é precisa.
Especificamente para o caso de aquecimento por fungdo degrau, dois pardmetros de forma
RBF foram aplicados para manter os excelentes resultados. Os perfis espaciais mostraram que
os nos localizados nos limites foram a fonte primaria de erros numéricos e sugeriram um
esquema adaptativo de refinamento de nos no espago.

Palavras chave: Funcgoes de base radial, Métodos Adaptativos, Biotransferéncia de calor

1. INTRODUCAO

A Biotransferéncia de calor ¢ um fendmeno complexo, o qual envolve diversos
mecanismos convencionais de transferéncia de energia. Além disso, € sensivel a uma série de
pardmetros criticos inerentes problema em estudo, como taxa de metabolismo, perfusdo
sanguinea e geragao de calor (Sarkar et al., 2015).

O modelo classico para reger a transferéncia de calor em tecidos foi apresentado por
Pennes(1948) e ¢ composto basicamente de uma equacdo de conservagdo de energia com a
presenga de um termo fonte. Chen e Holmes (1980) modificaram o modelo proposto por
Pennes, incorporando a troca de calor por conveccdo. Entretanto, o modelo requer o
conhecimento de detalhes da anatomia vascular e do padrao de fluxo para resolvé-lo, além de
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aumentar consideravelmente a complexidade da solugdo. Desta forma o modelo de Pennes
ainda ¢ a alternativa padrdo para a abordagem de problemas de Biotransferéncia de calor devido
a sua simplicidade matematica e sua capacidade de prever o perfil de temperatura
razoavelmente bem em diversas aplicacdes.

Embora a auséncia de termos convectivos possa tornar a formulagdo do fenomeno mais
simples, os problemas de Biotransferéncia de calor em suas diversas aplicagdes podem
apresentar alta complexidade numérica devido a presenca de termos fonte, condigdes de
contorno ndo triviais (Bedin & Bazan, 2014; Kengne et.al, 2014) e geometrias complexas
(Hooshmand et al., 2015).

Solugdes analiticas disponiveis para problemas especificos de Biotransferéncia de calor
estdo disponiveis na literatura (Askarizadeh & Ahmadikia, 2015; Deng & Liu, 2002), entretanto
(Bojdi & Hemmat, 2017) afirmam ainda ndo existir uma forma analitica geral para a solugao
da equagdo de Pennes (1948). Desta forma, solugdes numéricas acuradas tornam-se essenciais
para a solu¢do do modelo em questdo independente das condi¢des de contorno, geometria e
termos fonte.

O método de Funcdo de Base Radial (FBR) ganhou a atratividade de engenheiros e
cientistas de diversas areas pela sua simplicidade na implementacdo de solugdes envolvendo
geometrias complexas e problemas ndo lineares de diferentes dimensdes. Entretanto, a
aplicacdo do método FBR para problemas de Biotransferéncia de calor ainda se encontra em
pleno desenvolvimento, restringindo-se a aplicagdes e avaliagdes do método FBR aos
problemas classicos(Cao et al. 2010; Jamil & Ng, 2013).

A qualidade na integracdo numérica do termo transiente presente nos modelos diferenciais
pode afetar de maneira direta a solugdo global do modelo. Diversos esquemas de integracao
temporal (Runge-Kutta, Crank-Nicolson, Up-Wind) vém sendo utilizados junto da
discretizagdo especial via fun¢des de base radial. Para problemas puramente convectivos ou
dominados pelos termos advectivos dos modelos, os esquemas padrao de integracao temporal
se mostraram obedientes aos critérios de estabilidade e convergéncia de metodologias
numéricas classicas (Amantéa et al. 2013).

Oscilagdes numéricas e elevado custo computacional presentes em modelos especificos de
Biotransferéncia de calor podem ser contornadas por meio de estratégias temporais adaptativas
(Franca & Haghighi, 1994). Como proposta de solucdo para problemas numéricos de
Biotransferéncia de calor este trabalho tem por objetivo implementar e avaliar uma estratégia
de integracdo adaptativa temporal proposta por Bixler (1989) acoplada ao método FBR.

Especificamente, o esquema de solugdo numérica serd avaliado para problemas
unidimensionais com condi¢des de contorno que simulam situagdes como aquecimento
constante na superficie e aquecimento por fungdes do tipo degrau. Para aferir a qualidade da
solugdo numérica, solugdes analiticas proposta por Deng e Liu (2002) serdo utilizadas.

2. METODOLOGIA
2.1 O modelo fisico para Biotransferéncia de calor

Neste trabalho a andlise tedrica sobre a transferéncia de calor em tecidos vivos levara como
referéncia o modelo de Pennes. A solu¢do do modelo se restringe a forma unidimensional da
equacao com parametros térmicos constantes que ¢ descrita a seguir:

aT
V-KVT+qp+qm—ch(T—Ta)=pcpa (1)
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Em que T (°C) ¢ a temperatura local do tecido, T, (°C) ¢ a temperatura arterial, cb (J/kg/°C) é o
calor especifico do sangue, ¢, (J/kg /°C) ¢ o calor especifico do tecido, Wi(kg/m’/s) é a taxa de
perfusdo de tecido local, k (w/m/°C) ¢ a condutividade térmica do tecido, p(kg/m’) é a
densidade do tecido, q, (W/m”"3) é a taxa de deposigdo de energia, € qm (w/m’) é 0 metabolismo
basal. O termo Wcy(T-T, ), explica os efeitos da perfusdo sanguinea e pode ser a forma
dominante de remoc¢ao de energia quando se considera processos de aquecimento.

2.2 O método de fung¢des de base radial

Uma funcdo de base radial ¢ uma fun¢do ¢(r) n-dimensional radialmente simétrica ¢:
R"—R que depende apenas da distancia Euclidiana ( r = ||x —X; || ) entre um centro X; € um
ponto avaliado em x. Entre os tipos de func¢des de base radial de suporte global encontram-se :

Thin Plate Splines (TPS):

¢(r) =r*log(r) (2)
Multiquadrica (MQ):

¢o(r) =vVe? + r? 3)
Cubica:

p@) =13 4)

Uma fung¢do de base radial pode ser utilizada para interpolar uma fungao f(x) em R"
assumindo que;

f) =3V, 4,0 (||x - xj||2), x € R™ (5)

Os coeficientes A sdo encontrados por meio da solug@o do sistema linear na forma A =

071 f ().
2.3 Discretizacio da equacio de energia por meio de fun¢oes de base radial

Partindo da Eq. (5) as derivadas parciais podem ser facilmente obtidas a partir das seguintes
equagoes (6) e (7);

af(x)
=¥, 42, x€RM (6)
e
9*f(x)
e, Z] 1 Ja 2, X € R™. (7)

Considere a Eq. (1) como uma fungdo temperatura T(x,t). A discretizacdo por Crank-
Nicolson consiste de uma abordagem por diferencas finitas para aproximar as derivadas de
T(x,t) seguindo a seguinte equacgao.
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Tt+At _ Tt

— z% [T(x,t) + T(x t + At)] )

Considerando constante os termos q, € qm @ Eq. (1) e expandindo a Eq. (8) temos,

aZTf+Af

0x2

At [ 2Tt
- chT”At] +C=T'+=|a
2 0x2

At
Tt+ae _ AL [a

- - wcht] +C (9)

Emque a = k /pc.. € C representa o somatério dos termos constantes do modelo € = we, T, +
PCp
Gm + q,. A partir da Eq. (9) serdio definidos dois novos operadores H" ¢ H™ considerando
2 2
T(x,t) ~ 0(x,t) e = ~ 22

ax2  oax?’

2 t+At
HY = g+ — 2 |a T — w02 + ¢ (10)
2pt
H™ =@t +% a—‘;x@z —wcb(bt]+C (11)

Por fim, os operadores H' e H™ serdo utilizados para a aproximagao da fung¢io T(x,t) por
meio de uma fun¢ao de base radial.

X1 A, = Bl A H- (12)

A Eq. (12) gera um sistema de equagdes lineares que ap0s ser resolvido por decomposi¢do
LU permite calcular as incognitas, A", a partir dos valores conhecidos de A' no passo anterior
e assim transformados em T(x,t) por meio da Eq. (5).

2.3 Método adaptativo para a integracio temporal de Bixler

O método adaptativo para a integracdo temporal de Bixler (1989) inicia-se depois de trés
solugdes preparatorias, mantendo o passo de tempo (At) inicial. No quarto avango inicia-se a
adaptatividade temporal.

O algoritmo a seguir mostra os principais passos para a aplicagdo do método adaptativo
temporal proposto por Bixler (1989).

Passo 1:
Discretizar a EDP seguindo a metodologia descrita no item 2.2.

Passo 2:
Neste trabalho, os 3 avancos iniciais sdo preparados pelo método de Crank Nicholson (0 =
0,5) para obter as solugdes ndo adaptativas.

Passo 3:
Obter os valores preditos utilizando o preditor de Adams-Bashforth, por meio das solugdes
nos tempos anteriores.

P = Aﬂ Atn ;o Aty .
Y=Y+ (2+ Mn_l)yn Y Yoo (13)
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Em que Y ¢ a variavel dependente, o sobrescrito P se refere ao valor predito, o subscrito n ¢ o
passo presente, ¢ ¢ a variavel independente (tempo), A¢ € o valor do passo temporal e as
derivadas, Y,, e Y,,_; no tempo presente e anterior n-/ sdo aproximadas respectivamente por

Yn._l _ Atpy ( Y- Yn-1 ) + Aty_q ( Yn—1—Yn_> ) (14)

e pela regra do trapézio
. 2 .
Y, = AL Y, — Y1) — Yoy (15)
n-1
Passo 4:

Utilizar como corretor a regra dos gémeos de uma perna so:

hoaty g (it |t ) (16)

Aty 2 2

Passo 5:
Prever o tamanho do avango no espago de tempo pela equagao abaixo.

1

Btney = Aty () (17)

ldn+1l

Em que € ¢ o erro de truncamento temporal local e d,,; ¢ proporcional a diferenca entre as
solugdes preditas e numéricas;

0,25
3Ath—1
2,25+ /A tn

(Yn+1 - er+1) (18)

dn+1 =

Passo 6:
Repetir o procedimento, a partir do passo 3, até o tempo final da simulagao.

3. RESULTADOS

Para a simulagdo dos cendrios a seguir foram utilizados os seguintes valores para as
propriedades fisicas e termos fonte presentes no modelo matematico: p = 1000 kg/m’, ¢, = ¢,
_42007J / kg °C, T, = T.= 37°C, k = 0,5 W/m° C, w, = 0,0005 ml/s/ml, g,, = 33800 W/m’. A
temperatura interior do tecido geralmente tende a um valor constante a uma curta distancia
como 2 — 3 cm. Portanto, a espessura L = 3 cm foi utilizada neste estudo. Neste trabalho o termo
g, foi zerado por ndo considerarmos nenhum aquecimento espacial em nenhum dos cendrios
estudados.

Todos os experimentos numéricos foram feitos utilizando como referéncia as solugdes
analiticas para os casos propostos e as normas de erro apresentadas a seguir;

E? = \/%Z’i"zllExatoi — Numérico;|? (19)
E® = 0ma>1<V|Exat0i — Numérico;| (20)
<X<
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Em que N ¢ o numero de pontos utilizados para a discretiza¢do espacial. O dominio espacial
foi refinado até que se alcancasse um erro inferior a 0,1% para o erro avaliado pelo erro médio
quadratico Eq.(19). Utilizou-se em todos os experimentos a fun¢ao de base radial multiquadrica
e para cada cendrio foi escolhido o seu respectivo fator de forma (€ ) por forca bruta.

3.1 Condicoes de contorno

Durante os praticos processos térmicos, a condi¢do de contorno de na superficie da pele é
muitas vezes dependente do tempo, que pode ser generalizada como:

—kS=f(), x=0 20

em que f(t) € uma fun¢do fluxo de calor que ¢ dependente do tempo. A temperatura no centro
do corpo foi considerada como uma constante (7.), ao considerar que o corpo bioldgico tende
a manter sua temperatura estavel, ou seja,

T=T, x=1L (22)
3.2 Cenario 1 — Aquecimento constante na superficie

O primeiro cendrio a ser analisado simula o aquecimento constante na superficie da pele.
Foram utilizados 301 pontos nodais em todos os trés experimentos. Em termos praticos este
tipo de condi¢do de contorno procura reproduzir processos de danos por queimaduras ou
termoterapias superficiais. As condi¢cdes de contorno representadas pelas Eq.(21) e (22) serdo
incorporadas no modelo. Para caracterizar o aquecimento constante na superficie o termo f(t)
na Eq.(21) serd substituido pelo termo P, (W/m?). Serdo utilizados trés valores distintos de
poténcia aplicadas na superficie do tecido. O perfil espacial de temperatura e temporal na
superficie do tecido estdo ilustrados pelas fig.1 e fig.2.

Os perfis ilustrados pelas fig.1 e fig2. mostram maiores temperaturas alcancadas para
maiores valores de Po aplicados na superficie. Obviamente os resultados sdo analogos as
camadas internas do tecido. As temperaturas na superficie variaram de 43°C a
aproximadamente 65°C. Tais valores sdo de extremo interesse, ja que influenciam diretamente
na avaliagdo de faixas de operagdo para avaliacdo de tratamentos levando em consideragao
dores e danos por queimaduras.

A fig.3 a seguir ilustra o desempenho do método de avanco temporal adaptativo. As curvas
ilustram o consideravel aumento do esforco computacional quando se aumentam os valores
aplicados na superficie do tecido. Entretanto, o método adaptativo utilizado manteve para todos
os experimentos apresentados um erro de truncamento local de 107,
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Figura 1Perfil espacial de temperatura do tecido ap6s 5000s de aquecimento.
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Figura 2 Perfil temporal de temperatura na superficie do tecido ap6s 5000s de aquecimento.
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Figura 3 Variagdo da ordem do passo de tempo para os diferentes cenarios

O excelente desempenho da metodologia numérica aplicada é corroborado pelos erros
apresentados na tabela 1. A metodologia numérica para o cenario 1 apresentou alta precisao e
estabilidade numérica para todos os experimentos, chegando em alguns cenérios a aumentar em

100 vezes o passo de tempo.
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Tabela 1 — Valores de erros e pardmetros de forma para cendrio 1.

P, (W/m’) E’ E” £
200 0,023% 0,056% 7668
500 0,026% 0,076% 8569
1000 0,053% 0,117% 11268

3.3 Cenario 1 — Aquecimento por uma funcio degrau

O segundo e cendrio a ser analisado simula o aquecimento na superficie da pele feito por
meio de uma fungdo degrau. Para este cenario, Foram utilizados 501 pontos nodais. Em termos
praticos este tipo de condi¢do de contorno procura reproduzir cirurgias a lazer por pulso unico,
¢ lesdes no tecido devido a eventos instantaneos (incéndios, derramamentos de fluidos
aquecidos). Para caracterizar o aquecimento por uma fun¢ao degrau na superficie o termo f{t)
na Eq.(21) sera substituido pela eq(23).

1000 W/ _,, t <1200s
0, t = 1200s

f@®) = (23)

O perfil espacial de temperatura e temporal na superficie do tecido estdo ilustrados a
seguir.
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Figura 4 Perfil espacial de temperatura do tecido apds 5000s de aquecimento.

Obviamente, o aumento de temperatura mais alta aparece no momento quando o
aquecimento da superficie foi interrompido. Claramente a inser¢do de uma fun¢ao degrau na
condic¢ao de contorno na superficie, aumenta consideravelmente a ndo linearidade do problema.
Percebe-se pela fig.5 que o contorno apresentou maiores erros devido a descontinuidade da
fun¢do aplicada e ao alto valor aplicado durante ao aquecimento. Entretanto, o método
continuou apresentando resultados precisos € estaveis com erros E*=0,028% e E* = 0,052%.
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Figura 5 Perfil temporal de temperatura na superficie do tecido ap6s 2500s de aquecimento.

A fig.6 a seguir ilustra o calculo do passo de tempo durante a simulagdo. A descontinuidade
gerada pela condi¢do de contorno provoca uma redugdo consideravel no passo de tempo.
Entretanto o avango ¢ logo retomado quando a estabilidade ¢ reestabelecida.

Para manter o bom rendimento do método, o fator de forma da fun¢do multiquadrica
precisou ser alterado durante a simula¢do seguindo o comportamento da fun¢do degrau no
contorno. Sendo assim, para tempos de simulagdo inferiores a 1200s o valor aplicado foi
E=11762 e para tempos superiores £€=7300.

10°

100 b

At(s)

— Solugao Numerica P0= 1000(Wlm2)|

1071

0 200 400 600 800 1000 1200
Iteragao

Figura 6 Avango do passo de tempo para problema com fun¢do degrau no contorno.

4. CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma metodologia numérica para a solucdo de problemas de
biotransferéncia de calor. Foram testados dois tipos de condi¢do de contorno que representam
diferentes aplicagdes para bioengenharia. O método de fungdes de base radial apresentou erros
inferiores a 0,1% em todos os experimentos. Acoplado ao método de fungdes de base radial um
esquema adaptativo temporal apresentou altissimo desempenho apresentando reducdes
consideraveis no tempo computacional, viabilizando a metodologia proposta para futuras
aplicagdes em problemas similares em duas ou mais dimensdes.

Constatou-se a necessidade de refinamento de pontos nos contornos, sugerindo aplicagdes

futuras acoplando metodologias adaptativas espaciais e temporais a0 método de funcdes de base
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radial. Especificamente para o problema com condi¢ao de contorno com fungao do tipo degrau,
uma metodologia para a solucdo via funcao de base radial com uso de pardmetros de forma
variavel foi testada e validada. O bom resultado alcangado sugere a metodologia utilizada como
ferramenta de solucdo para problemas dominados pela convecgdo com condi¢des de contorno
similares. Entretanto tal constatagdo sugere o desenvolvimento de novas metodologias para este
tipo de condicdo de contorno, devido a complexidade de se encontrar de maneira 6tima os
valores para os parametros de forma das func¢des de base radial.
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A NUMERICAL METHODOLOGY FOR SOLVING BIOHEAT TRANSFER
PROBLEMS BY RADIAL BASIS FUNCTION

Abstract: A large number of bioheat transfer problems involve specific boundary conditions
for simulating skin heating process, thermotherapies, and skin burning. Despite available
analytical solutions, many classical and modified forms of the famous Pennes's Bioheat
equation require fast and accurate numerical solutions. This work introduces the radial basis
function (RBF) method as applied to the solution of Bioheat equation with boundary conditions
related to constant and step heating function. Furthermore, a time step adaptive scheme was
utilized with the RBF method. The numerical results reached errors lower than 0.1%, when
compared against analytical solutions, allow affirming that the proposed methodology is very
accurate. Specifically for the step heating case, two RBF shape parameters were applied for
maintaining the excellent results. The spatial profiles showed that the nodes located at
boundaries were the primary source of numerical errors and suggested a spatial adaptive node
refinement scheme.

Keywords: Radial Basis Function, Adaptive Methods, Bioheat transfer
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