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Resumo. Obter solucbes de equacdes diferenciais ordinarias € um grande desafio, pois
muitas delas ndo possuem solucdo analitica. Dai a importancia das simulacbes
computacionais nesta area. Alguns métodos de solucdo de equacdes diferenciais possuem um
controle intrinseco do tamanho do passo de tempo, chamados Métodos Adaptativos. Tais
procedimentos, além de serem econdmicos quanto a area de memdria, tempo e esforco
computacional, também séo facilmente acoplados a algoritmos ja implementados. O controle
do tamanho de passo temporal é determinado segundo uma tolerancia pré-estabelecida e o
erro de truncamento local, calculado a cada iteracdo. Neste trabalho é apresentada uma
revisao de tais técnicas e aplicacdes dessas propostas na resolucdo de um problema de valor
inicial de um reator tubular de escoamento continuo (PFR). Ademais, é apresentada uma
comparacdo do Método Adaptativo proposto por Bixler (1989), com o Método de Bixler
Modificado com a Secante, de forma que o método modificado é mais simples e apresenta
resultados satisfatorios.

Palavras-chave: Simulagdo computacional, Equacdes diferenciais ordinarias, Passo de
tempo adaptativo, Reator PFR.

1. INTRODUCAO

A modelagem computacional é uma ferramenta que tem por finalidade otimizar a
maneira com que os homens lidam com problemas, sejam eles matematicos, fisicos, quimicos
ou das engenharias. A priori, as simulacbes eram quase que exclusivamente feitas para
pesquisa, nas quais eram necessarios computadores muito caros; porém, avancos na
informatica permitiram que o processo de criar e analisar modelos simulacionais ficassem
menos trabalhosos, reduzindo tempo e, consequentemente, custos. Por isso, a modelagem
computacional é uma alternativa precisa e economicamente viavel ao modelo experimental
(Passos, 2015).
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Nesse trabalho, as simulacbes foram realizadas com o objetivo de trazer uma solucao
aproximada para uma equacgdo diferencial rigida de um problema de reator tubular de
escoamento continuo (PFR). Uma equacéo diferencial rigida é, segundo Iserles, uma equacéo
diferencial ordindria (EDO) na qual, na solucdo numérica, € necessario diminuir
significativamente o passo de tempo, em pelo menos um intervalo, para evitar instabilidade.
Outra definicdo € que uma EDO rigida tem a propriedade de sua solucdo decair rapidamente
para zero (Lesinhovski, 2014).

Para a equacdo tratada neste trabalho, foi utilizado um método adaptativo (MA), que tem
por caracteristica um controle intrinseco do tamanho do passo de tempo, determinando o
tamanho de acordo com a magnitude do erro local de truncamento, de forma que o avango é
automaticamente controlado de modo a satisfazer a precisdo previamente estabelecida.

Para a verificagdo da aplicabilidade dos MA, foi feita uma comparacéo entre o Método de
Bixler e 0 Método de Bixler Modificado com a linearizacdo realizada a partir do Método da
Secante, visto que no método original a linearizagdo ¢ feita com o Método de Newton. Esses
métodos utilizam um sistema preditor-corretor, em que o preditor calcula a solucdo numérica
de um novo valor para variavel dependente e, em seguida, ocorre a corre¢do do valor predito.
Por meio do erro local de truncamento, esse sistema controla o crescimento do passo (Coelho,
2011).

Por fim, é resolvido um problema de reator tubular de escoamento continuo (PFR), de
forma a comparar as solu¢bes do Método de Bixler com o Metddo de Bixler Modificado com
Secante.

Os métodos numéricos utilizados para a resolucdo de EDOs podem ser classificados em
duas categorias: método a um passo ou multi-passo. Nos métodos de passo unico, é conhecida
a solucdo em cada iteracdo, e a partir desse valor pode-se obter a solu¢do do passo
imediatamente a frente; exemplos sdo os métodos de Euler e Taylor de ordem superior. Ja nos
métodos de passo multiplo, é necessario o conhecimento da solugdo em mais de um passo
anterior para se poder determinar a solucdo do passo imediatamente a seguir; os Adams-
Brashforth, Adams-Moulton e Ponto Médio exemplificam os métodos multi-passo
(CHAPRA, 2011). No método de Bixler seu preditor o passo maultiplo e, além disso, é um
método de passo variavel, em que o tamanho do passo varia de acordo com uma tolerancia
pré-estabelecida.

O trabalho em questdo visa uma comparacgdo entre os Métodos de Bixler e 0 Método de
Bixler Modificado com a linearizacdo realizada a partir do Método da Secante. Esses métodos
utilizam um preditor-corretor, em que o método preditor calcula a solu¢do numérica de um
novo valor para varidvel dependente e, em seguida, ocorre a corre¢do do valor predito. Este
esquema adaptativo controla o crescimento do passo de tempo, por meio do erro local de
truncamento e da tolerancia pré-estabelecida (COELHO, 2011). Antes de utilizar os métodos
propriamente ditos, realizar-se-4 uma revisao das equacgdes utilizadas.

2. METODO DE BIXLER
O método de inicializacdo para 0 método adaptativo utilizado neste trabalho foi o Euler

Implicito, em que o valor da funcdo no tempo t atual depende do valor da fun¢do no tempo
anterior. A equacéo para tal método é:

Yns1 = ¥y +f(-—!‘r:lz+1’ t:lz+1] (1)
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Um novo valor de y € previsto usando a inclinacdo (igual a primeira derivada) no valor
original de t para extrapolar linearmente sobre um tamanho de passo h. O Euler Implicito é
utilizado para o calculo dos primeiros valores da solugdo pois 0 Adams necessita de quatro
passos anteriores para resolver o problema.

Como corretor Bixler (1989) prop6e como preditor o Método de Adams-Brashforth,

ye =y +a5[(2+ . )ir i V. ] )
“nt+l In 2 ﬂ"tn—l Sn ﬂtu—i-. n—1

O p se refere ao valor predito e as derivadas no plano temporal n-1 e n, yn-1 e yn sdo
aproximandas por
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O método de Adams, sendo o preditor, d& os valores da funcdo para que estes,
posteriormente, sejam corrigidos.

Como corretor o é utilizado o método chamado em traducéo livre de GEmeos de uma
perna s, onde uma média dos valores de y e t sdo levados na equacao diferencial dada.

}r:'z+l_}rn F:'z+l+-!'r;-z tn+l+tn
2t p ©)
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Na equacdo acima esta a formula do GEmeos de uma perna s6. Mas para utiliza-lo, ele foi
linearizado de acordo com Santos, G.T. (2004), e sua forma linearizada esta abaixo na Eq. (6).

p
vF v, — ﬂ.t.f (}F:'le—l_ Vn , tn+12+ tn)

Fael T

]
_ale(Yana + Vn they Tty
1 ﬁzf( . 5

(6)

— e
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Esse método, sendo o corretor, utiliza os valores preditos pelo Adams para fazer a
aproximagéo.

O método de Newton foi utilizado para fazer as linearizagdes do Metodo de Bixler que
utiliza o método dos Gémeos de uma perna s6 como corretor.

_ f[:_'!J”,t”)
" f'l (}F:-z’tu)

HKpg1 — X

()

Neste trabalho efetou-se uma modificagéo na linerizagdo proposta por Bixler (1989): o
corretor proposto por ele, GEmeos de uma perna s, foi linearizado utilizando o método da
secante, que se baseia na formula
¥ = _f[}rﬂl’t?!]

n+l n Ay (8)
Ax
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O objetivo em se utilizar o método da secante é porque esta faz uma aproximacéo, sem
necessariamente, derivar a funcdo. Isso é bastante util quando se trata de funcBes cujas
derivadas sdo inconvenientes de serem calculadas.

Para 0 avango no tempo o método de Bixler propde equacdes que regem 0 avango no
passo de tempo. Esse avanco é controlado pela seguinte expressao

1
£ \3
E"I‘:lz+1 = E"tu (ld |) (9)
n+l
Em que £ é o erro de truncamento temporal local e d,., é a diferenca entre as

solugdes corretas e exatas, e € definida por
0,25

d . = T . — :ril':I .
ntl 2!25 _|_ 3 ﬂl.f':,!+1,:"rﬂ|.f?! [}n+l };lz+J_) (10)
A equacéo utilizada para comparacéo foi
dy A .
I = F [:—Kl}r- — K:}rgj (11)

Esta se refere a um reator PFR isotérmico e isovolumétrico, regime transiente,
desconsiderando o efeito de difusdo. Para o caso tratado, hé duas reagdes paralelas:
2A>B 1)
3A>C (2)
Considerou-se ambas as reacdes elementares e as constantes cinéticas, respectivamente,
0,6 Lmol™s™ e 1 Lmol™s™. Para um problema no qual a concentracdo de A na entrada é 3
molL™, a vazdo é 3Ls™, o volume do reator é 1L e &rea de secdo transversal do reator de
1dm?, determinou-se o perfil de concentracéo ao longo do compimento do reator no estado
estacionario. A equacdo passa a ser

dy 1 5

= =2 (-06y> ) (12
Ou

dy , 1

di = —0,2y° —g}rg (13)

3. RESULTADOS

Para a aplicacdo do MA foi necessario escolher uma EDO a ser resolvida. Esta,
arbitrariamente foi
dy 1
Y o 02y — =y 13
I v =30 (13)
pois é a equacdo do problema no reator PFR.

Para efeito de comparacao e verificacdo da aplicabilidade da modificacéo realizada no
método de Bixler, a Eq. (13) foi resolvida tanto pelo algoritmo original de Bixler, assim como
pelo Bixler Modificado. A modificacdo diz respeito ao fato de que a linearizacdo do Gémeos
de uma perna s6 foi feita a partir do Método da Secante. O objetivo maior dessa substituicdo

Anais do XXI ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais.
Buzios, RJ— 08 a 11 Outubro 2018



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Blzios - RJ

pela secante gira em torno do fato da derivada ser aproximada por uma diferenca regressiva, o
que facilita os célculos de funcBes cujas derivadas sdo inconvenientes de serem calculadas.
Para verificar a eficacia do Método Modificado, calculou-se a solugdo deste, assim como o
Meétodo de Bixler Original.

Ademais, a evolugdo do tamanho do passo com o nimero de iteracBes foi comparada
entre esses dois algoritmos. Os programas foram implementados em Scilab (software
gratuito). A Figura 1 mostra simultaneamente a linha de tendéncia do Bixler Original e do
Bixler Modificado com a Secante. Por ela é possivel constatar que o Método Modificado
converge para a solucdo do Método de Bixler Original, mostrando, dessa forma, que a
modificacdo foi capaz de resolver o problema. Além disso, também € mostrada a linha de
tendéncia da solucdo da equacéo (13) pelo Método de Euler e pelo Método de Runge-Kutta. E
sendo os Métodos de Bixler e Bixler Modificado, ambos MA, estes resolvem o problema com
menos iteracdes.

Para 0 Método de Bixler e Bixler Modificado o passo inicial de tempo foi de 0,01, ja
no Euler e 0 Runge-Kutta o passo é 0,1. Para todos os métodos, a tolerancia foi de 0,001, e
tendo valor inicial de concentragdo igual a 3.

Grafico da solugao

1 {1 bixler modificado
28 e——% euler

runge-kutta
2.8+ _ —1—0 hixler

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.s RR=] 1 1.1 1.2
Figura 1 — SolucGes do Método de Bixler, Bixler Modificado, Runge-Kutta e Euler
Ademais, para a anélise da relagdo da evolugdo do tamanho do passo de tempo com o

numero de iteracdes, foi plotada a Figura 2 para o método de Bixler Original e o Bixler
Adaptado com Secante.
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Grafico do passo de tempo

1V o——ibixler modificado
029 |o—o—0 bixler

passo
1

iteragdo

Figura 2 — Evolucdo do tamanho do passo com o nimero de iteracbes

A curva em vermelho é do Bixler Modificado, ja a curva em azul é do Bixler Original.
Como se pbde observar, o0 Método Modificado conseguiu acompanhar o crescimento do passo
do Método Original, garantindo assim, que o novo método ndo sé resolve o problema, mas
resolve de forma eficaz.

Na figura 3, em que se comparou a diferenca entre 0 Método de Bixler e Bixler Original
em cada iteracdo, verificou-se que o erro entre eles € muito baixo, sendo que no intervalo
analisado o maior valor de erro ndo ultrapassou 0,16%. Isso € mais um fato que comprova o
ajuste do Bixler Modificado ao Bixler Original.
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Figura 3: Erro relativo entre 0 Método de Bixler e o Bixler Modificado
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Os resultados anteriormente citados validam a teoria da aplicabilidade e eficiéncia dos
MA. No caso em questdo, em que a funcdo analisada foi uma EDO rigida, a variacéo é grande
no inicio, entretanto, com avancar no dominio do tempo, a curva tende a se estabilizar, logo,
intervalos de tempos maiores podem ser aplicados sem perda de acurécia da solucéo.

4, CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos, pdde-se concluir que os métodos adaptativos sdo uma
boa alternativa quando se deseja trabalhar com equacGes diferenciais rigidas, pois, pelo fato
da variacdo da fungdo diminuir com o decorrer do tempo, o tamanho do passo pode aumentar
sem perda de preciséo.

Ademais, com a modificacdo no método adaptativo de Bixler, com a linearizacdo do
Gémeos de uma perna s6 pelo Método da Secante, testou-se uma EDO rigida. Comparou-se 0
Método de Bixler com o Método de Bixler Modificado, mostrando que ambos convergiram
para 0 mesmo valor, com uma diferenca entre os resultados a cada iteragdo bem pequena.
Ademais, o crescimento do tamanho do passo dos dois métodos foram semelhantes,
garantindo a eficacia do Método de Bixler Modificado.

Além disso, o fato do Método da Secante ndo necessitar do calculo da derivada da fungéo
amplia a utilizacdo desse método, afinal, ele pode ser utilizado para resolver problemas cujas
derivadas sejam inconvenietes de serem calculadas.
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BIXLER ADAPTIVE METHOD: MODIFICATION IN THE LINEARIZATION OF
THE BROKER AND APPLICATION IN A REACTOR PROBLEM PFR

Abstract. To obtain solutions of ordinary differential equations is a great challenge, since
many of them have no analytical solution. Hence the importance of computational simulations
in this area. Some methods of solving differential equations have an intrinsic control of the
time step size, called Adaptive Methods. These procedures, besides being economical in terms
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of memory area, time and computational effort, are also easily coupled with algorithms
already implemented. The time step size control is determined according to a pre-established
tolerance and the local truncation error, calculated at each iteration. This paper presents a
review of such techniques and applications of these proposals in solving an initial value
problem of a tubular continuous flow reactor (PFR). In addition, a comparison of the
Adaptive Method proposed by Bixler (1989) with the Modified Bixler Method with the Secant
is presented, so that the modified method is simpler and presents satisfactory results.

Keywords: Computational simulation, Ordinary differential equations, Adaptive time step,
PFR reactor.
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