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Resumo. Problemas envolvendo infiltracdo da dgua no solo desperta interesse académico
desde o século passado. Atualmente dados da FAO, Food and Agriculture Organization, reve-
lam grande desperdicio desse precioso bem, principalmente na irrigacdo de solos jd saturados.
A saturacdo de dgua no solo pode ser determinada usando a Equacdo de Richards, que neces-
sita de parametros empiricos, analisados em laboratorio, o que demanda alto custo financeiro
e de tempo. Os parametros dependem da textura do solo e caracteristicas intrinsecas com alta
variabilidade de profundidade e espaco. Neste trabalho sdo mostrados os resultados obtidos
da solucdo da equagdo de Richards, aplicando o método de volumes finitos.
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1. INTRODUCAO

Problemas que abordam a infiltragao da d4gua no solo s@o estudados frequentemente, Reboucgas
(2001). Em particular, os processos envolvidos para medir a umidade no solo, sdo influenciados
por diversos fatores tais como, calor, extracdo de dgua do solo pelas raizes das plantas, drena-
gem, entre outros. Esse fatores podem ser considerados empiricos quanto matemaéticos. Para
medir esta umidade pode ser usado um equipamento chamado extrator de Richards, que gera
resultados demorados e custosos.

O modelo matemético usado para determinar a infiltragcdo da 4gua em solo saturados é a
equacao de Richards, Richards (1931), a qual € uma combinacdo da equacdo de Buckingham-
Darcy e a equagdo da continuidade, descritas a seguir.
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1.1 Modelo matematico

A equacgdo de Buckingham-Darcy € dada por

0

=K () =— (1 — 1
4= K@) 5 -2, m
em que, ¢ é o fluxo de dgua no solo (cm d~'), K(¢) a condutividade hidrdulica (cm d~1), v é
o potencial de 4gua no solo (¢m) e z é a coordenada vertical (c¢m).

J4 a equacdo da continuidade aplicada a d4gua no solo, Kroes et al. (2008), € dada por
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em que, 0 é o contetido volumétrico de dgua no solo (cm?® em™3); t o tempo (d).
Combinando as equacgdes (1) e (2), tem-se a equacdo de Richards,
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em que z é a coordenada vertical (c¢m), orientada para baixo da superficie.

Nos problemas de infiltracao da 4gua no solo existe uma relacao entre o potencial hidraulico,
¥, e a umidade volumétrica da 4gua no solo, 6. Esta relacdo, chamada de curva de retencdo de
agua no solo, € necessdria para a solugdo da equacdo de Richards. Na literatura, podem ser
citados alguns autores que propuseram tais equacdes empiricas, como Gardner (1958), Brooks
& Corey (1964), Campbell (1974), HaverKamp et al. (1977), van Genuchten (1980), Russo
(1988), Fredlund & Xing, (1994) e Omuto (2009). Neste artigo usaremos o modelo proposto
por HaverKamp et al. (1977), dado por

B(Qs - 07“)
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em que 0, é o teor de umidade volumétrico na saturagio (cm?/cm?); 60, é o teor de umidade
volumétrico residual (em?/em?) ; e A é um indice relacionado a distribui¢io dos poros do solo

Como 6 é uma funcdo de 1, tem-se 90/0t = 00/ - 01 /Ot. Fazendo-se C'(¢) = 00/0,
obtem-se

oy 0 0 —2)
AN N ) e
ey =5 [k =2 )
em que a condutividade hidraulica € dada por
A
K)=K;  ——, 6
e a capacidade hidrica € dada por
00 B0y — 0,) APyt
cy =2 —_ ( AP o

0 (B + [4]")?
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2. MATERIAIS E METODOS

Para resolver numericamente a equacao de Richards foi utilizado o método de volumes
finitos, no tempo e no espaco, Guterres (2013), Queir6éz (2017) e Telles (2009). Obteve-se uma
formulacao implicita no espago para obter a solucdo em cada instante de tempo. Na secdo 2.1
apresenta-se a discretizacdo das equagoes, € nas secdo 3.1 é apresentado os resultados obtidos.

2.1 Discretizacao

Considere a equagdo descrita em (5), , a qual pode ser reescrita como

w2l =2 (K@)i—f) OBt

®)

Integrando a equacdo (8), no volume de controle apresentado na malha computacional des-
crita na figura 1, tem-se

[ [ewgzaeas [ [ (sogcaa= [ 25

Resolve-se as integrais dadas em (9), e obtém-se as equacdes para os volumes internos, ou
seja, j =1,...,nz—1,

d dt (9

—AsyE + Attt — Anylit = (10)
em que
t1 () t+1
AS — KS (/l/}s ) ,
AZpdZ,
t1 () t+1
AZpdZ N
t+1(¢t+1)
Ap=As+ A e
P s+ Axy + AL
g, = CE 0L | KR KW
P At Azp Azp

As condig¢des de contorno sao calculadas de forma genérica, flexibilizando a aplicacdo do
modelo, dadas por,

aly + by =c. (11

Na Tabela 1 sdo apresentados os valores dos pardmetros a, b e c, presentes na equacgdo 11, os
quais variam de acordo com a condi¢@o de contorno desejada. Enquanto na Figura 1 € mostrada
a discretizacao do dominio espacial na coordenada cartesiana z.

Para o contorno na face S(j = 0), tem-se,

sy, + bsbys = Cy (12)
prt—l—l A wt—&—l (13)
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Figura 1- Malha computacional.
Tabela 1- Condi¢Ges de contorno.
Coeficientes Dirichlet Newmann Robin
a 0 1 #0
b 1 0 #0
c constante constante #0
em que
Kt+1 t+1
AZpdZy
Kfs(,lybfs)bs C«t-l—l( t+1)
Ap=— A _
P T A Zp(as —boZn) N T T A
g, = O W | Kpy) K (n)  Kp(r)Cs
r At AZp AZp AZp(as — bs07%)
Para o contorno em N (j = nz), tem-se
@y, + batopn = Ch, (14)
—Asts + Apy = (15)

em que
t+1 t+1
4 K
AZpdZ,
K " " bn CtJrl t+1
Ap = Ag + f (wf ) ( )
AZp(a, £ b0 2%) At
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A Condutividade hidrdulica avaliada nas faces N e S, é dada por
Ky(vs) =V Kp(p) Ks(vs) (16)
Ko (¥n) = VEN(N)Kp(¥p) (17)

A esquacdes (10), (12), (13), (14) e (15), formam um sistema de equagdes lineares, Ax = b,
cuja matriz do sistema A € tridiagonal, , a qual é resolvida utilizando o algoritmo de Thomas
ou TDMA (do inglés Tridiagonal Matrix Agorithm),

As Ap An

3. RESULTADOS

O cdbdigo computacional para resolver o sistema obtido com a discretizacdo da equacao
de Richards por volumes finitos foi desenvolvido no software Scilab. Para validar o cédigo
utilizou-se o problema abordado por Guterres (2013) e HaverKamp et al. (1977).

3.1 Caso teste

Neste caso considerou-se uma profundidade de 100 cm, Lz = 100 cm, tempos de 360 s,
720 5 2880 s, e condi¢des do tipo Dirichlet. As condi¢des sdo descritas a seguir.

w(Z,0) = —61,50em,0 <z < Lz
D(0,1) = —20,73 em,t >0 . (18)
W(L.,t) = —61,50 cm,t >0

Considere-se os valores dos pardmetros do problema, K, = 9,44X1073; A = 1,19X105;
¢ =4,74; B=1,611X10% )\ = 3,96; 60, = 0,075 ¢ 0, = 0, 287.

Para verificar a precisao da solugdo, calcula-se a norma Ny = /> (6 — 6.,)?/N., em que
N, € o nimero de pontos da malha.

Na figura 2, observa-se as solucdes, para At = 1s, da umidade volumétrica do solo e o
potencial hidrico, obtidas e a solugio de Guterres (2013). Foi obtido N, = 1,17 x 1073, para a
umidade volumétrica do solo, veja a figura 3, e N, = 6, 18 x 10! para o potencial hidrico.

Na figura 4, observa-se a solucdo, para a umidade volumétrica do solo e o potencial hidrico,
obtida, com At = 10s, simulando 6, 12 e 48 minutos de simulagdo, e compara com a solugao
de Guterres (2013). Observa-se que a para a umidade volumétrico do solo obtemos a norma
R2 = 3,2 x 1073, e para o potencial hidrico temos R2 = 6,6 x 10™!, veja figura 5.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho obteve-se a discretizacao da equacao de Richards através do método de vo-
lumes finitos. Utilizou-se o software Scilab para implementacio do algoritmo resultante. Os
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Figura 2- Solugédo para 6, 12 e 48 minutos, com At = 1s.
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Figura 3- Precisdo da solucdo, com At = 1s.
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Figura 4- Solugéo para 6, 12 e 48 minutos, com At = 10s.
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Figura 5- Precisdo da solucdo, com At = 10s.
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resultados obtidos foram satisfatorios conforme apresentados na se¢do 3.1. Este artigo faz parte
de um projeto de dissertacdo de mestrado, onde serdo determinados os parametros da curva de
retencao da 4gua no solo através de modelagem inversa utilizando-se o método de Luus Jaakola,
Telles (2014).
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APENDICE

FINITE VOLUME METHOD APPLIED TO SOIL WATER INFILTRATION PROBLEMS

Abstract. Problems involving water infiltration in the soil have been arousing academic interest
since the last century. Currently UN data reveal a great waste of this precious good, especially
in the irrigation of already saturated soils. Soil water saturation can be measured using the Ri-
chards Equation, which requires empirical parameters, analyzed in the laboratory, demanding
a high financial and time cost. The parameters depend on soil texture and intrinsic characteris-
tics with high depth and space variability. We will show the results obtained from the solution
of the Richards equation, applying the finite volume method.
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