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Resumo. Neste artigo é usado o método de Fredholm na equacéo integral de Schrddinger na
investigacdo do efeito de espalhamento proximo do centro do mesmo entre uma funcéo de
onda quantica estaciondria e um potencial eletrostatico. Dois potenciais sdo estudados um
coulombiano e outro de Podolsky. O resultado mostra a importancia da proposta de Podolsky
para regularizacdo do efeito proximo ao centro espalhador na funcdo de onda quéntica.
Sendo que o potencial coulombiano apresenta forte vairacdo na amplitude da onda ap6s o
espalhamento. No caso do potencial de Podolsky isso é corrigo com ado¢do de uma constant
que remove essa forte variacao.
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Abstract. This paper shows how to use the Fredholm method in Schrédinger's integral
equation in the investigation of the scattering effect near its center between a stationary
guantum wave function and an electrostatic potential. Two potentials are studied one
coulombiano and one of Podolsky. The result shows the importance of the proposal of
Podolsky to regularize the effect near the scattering center in the quantum wave function.
Being that the coulombian potential presents strong vairacao in the amplitude of the wave
after the scattering. In the case of Podolsky's potential this is corrected by adopting a
constant that removes this strong variation.
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1. INTRODUCAO

A quebra espontdnea da simetria quiral tem um significado fundamental na
compreensdo da natureza ndo perturbativa da dindmica dos hadrons (Nguyen, 2011). Tem
sido argumentado que a simetria pode ser restaurada em temperatura suficientemente alta.
Essa quebra de simetria em torno do centro da interacdo (x = 0), ou centro espalhador é
pouco investigada. Na literature ¢ conhecida como “End Point”, onde diversos trabalhos
procuram descrever o comportamento da energia nesse centro espalhador (Nguyen, 2011).
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O primeiro vértice ou um ponto central para espalhar uma onda quantica é dada por
interacdo colombiana com um potencial elestrostatico que varia com o inverso da distancia

1 Q2
= @
onde Q é a carga centra que espalha a onda e r a distancia do centro a qualquer do espaco.
Esse potencial mostra que para ponto na origem do sistema de coordenadas r = 0 implica em
uma singularidade para a energia potencial. Como consequéncia a solugéo para a funcéo de
onda estacionaria da equacdo de Schrodinger possui uma singularidade nesse ponto, neste
artigo € visto com mais detalhe esse assunto.

O problema tem origem na teoria electromagnetica de Maxwell que tem uma dependéncia 1
no potencial eletrostdtico de Coulomb para uma carga pontual. Assim, tem se uma
divergéncia tanto na energia como no pontecial eletrostatico (Sakurai, 2013). Uma solucgéo
para este tipo de problema foi proposta por Podolsky e Schwed em 1948 (Podolsky &
Schwed, 1948), e consiste em uma generalizacdo da teoria do Eletromagnetismo em que é
adicionado um termo de seguda ordem nas derivada do campo eletromagnético A#, onde u =
0,1,2,3 séo indice do espago de Minkowski. Desta forma, a teoria do temos para essa teoria a
lagrangeana de Podolsky

2
Lo= — FFW + 20, FW 99F,, )

ondeF,, = d,A, —9,A, € “a” é uma constante com dimensdo de comprimento. Esta

Langrageana gera uma teoria de campo linear, que se reduz a teoria de Maxwell quando a =
0. Trata-se evidentemente de uma teoria de ordem mais alta ja que as equacBes de movimento
derivadas de (2) contém derivadas quarticas do potencial vetor. Tal como a teoria de
Maxwell, a teoria de Podolsky apresenta também energia positivo definida no caso
eletrostatico que, no entanto, € finita para uma carga pontual. Este ultimo resultado mostra
claramente que a forca entre duas cargas pontuais ndo € mais coloumbiana, ponto que merece
ser analisado mais de perto. Com essa teoria de Podolsky é obtido o potencial eletrostatico
generalizado, que assume entdo a forma

1_e—ra

(3)

2
V(r) = 3—“.

r

onde Q é a carga que gera 0 campo eletrostatico e a é a constante de Podolsky. O potencia é
do tipo Yukawa, tem as seguintes propriedades: tem um valor finito na origem e converge
para o potencial de Coulomb parar >> a, é do tipo assintético:

VO = 9

{ ll_r)% V(r) = o

Vi) =9r>a, V(r)=ﬁ.
k limV(r)=0

T—00

Q? (4)

Neste trabalho é mostrado como uma funcdo de onda quéantica estacionéria, com
potencial de Podolsky, ndo possui divergéncia para valores de “a” diferente de zero. O
método usado é a solucdo da equacdo integral via Fredholm para a funcdo de onda espalhada
por um potencial do tipo colombiano (1) e de Podolsky (3).
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2. METODOLOGIA

Equacdo integral ocorre em uma variedade de aplicacBes, muitas vezes sendo obtida de
uma equacao diferencial. O motivo de fazer isso é que a solucdo pode ficar mais facil de se
obter ou permite provar resultados fundamentais na existéncia e na singularidade da solucéo.
Portanto, 0 método usado sdo as solucgdes via Fredholm com kernéis arbitrarios.

2.1 Kernéis arbitrarios

Seja a equacdo de Fredholm de segunda espécie:

u(®) = f(0) + 4 [ K(x, Du(t)dt (5)

onde K(x,t) e f(x) séo funcbes conhecidas para a < x < b e a <t < b. Essa equacéo foi
resolvida por Fredholm, em 1900, usando o artidicio de substituir a integral indicada em (5)
pela soma correspondente de Riemann.

Dividamos o intervalor (a, b) em n intervalor iguais (Krasnov, 1981):

b-a _

agora, vamos introduzir as seguinte notagdes:

xp(ty) = a + hAx(At)
fi=f(x)

u; = u(xi(ti))

Kpq = K(xp' tq)

onde
iL,p,q=1273..,n

desse modo, substituindo a integral de (5) por um somatorio, vira:

u(x) = f(x) + AX7-1 K(x, tg)ugAt )
substituindo na equagdo acima a variavel x por x,, obtém-se um sistema de n equagGes
lineares do primeiro grau das funcdes desconhecidas u,, u,, ..., u,. Portanto

up:fp-l_AZg:leqqut; p=1,2,...,n (8)

para obtermos a solugédo do sistema dado pela Eq. (8), facamos:

Up = Xg=10pqliq )

onde &, € o delta de Kronecker que, levada na Eq. (8), dara:
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n1|6pq — AKpghtlug =f,, P=1,2,..,n (10)
usando-se a regra de Cramer (Krasnov, 1981) para resolver esse sistema, teremos:

_ Mg

Ug =3 (11)

onde A,(4) e o determinante dos coeficientes das variaveis dependentes e A,,(1) € o
determinante obtido a partir desde, no qual se substitui a coluna dos coeficientes de u, pela
coluna dos termos independentes f,,.

Analisemos cada um desses determinantes. O determinante A,, (1) é dado por:

1 - AKllAt _AKlet te _AKlnAt
- - o =Ky At

ALY = /11(521At 1— AK,At | 2n (12)
—AKp At —AKppAt - 1— AKp,At

aplicando-se a expressdao (12) a formula de decomposicdo de um determinante (Smirnov,
1975) vira:

1 22 Kpip, Kpip
My(A) =1—L5X0 =1 Kpp, At + 535 21 X5, K 1 K 2 (AL)? + -
2D1 P2D2
(Kpip,  Kpip, Kp,pn ]
An Kpp, Kpp, = Kpop
QUL IR RETEED T I (GOl (13)
Kpnpl Kpnpz Kpnpn

antes de prosseguirmos, vamos introduzir a seguinte notacdo (Bassalo, 2012):

K(x1,t1) K(xq,t3) - K(xq,tn)
K(xl b xn)= K(x2,t1) K(xz,t3) K(x3,ty) (14)
ty, b tn :
K(xn t1) K(xptz) - K(Qp ty)

agora consideremos sucessivamente os termos do segundo membro da Eq. (13). Ora, 0s
somatorios de Riemann dessa equacdo podem ser substituidos por integrais no limite n — oo,
Entdo, teremos, respectivamente:

b
Zg1=1 KP1P1At = ?=1 K(ty,t)At = fa K(ty,t1)dt (15)

para o terceiro termo de (13)

K K K (t t ) K (t t )

n n P1P1 P1P2 2 b b 1t 12
= = At) = dt,dt 16
pl_lzpz_l szpl szpz ( ) fa fa K(tz,tl) K(tz,tz) 1 2 ( )

e assim sucessivamente. Desse modo, a Equacéo (13) ficara:

A‘n
— ) n
An(/l) =1+ anl(_l) Edn (17)
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onde:

b (b b ty tp -t
du= 0 SK(E & ) dude e, (18)

com K (;l) dado pela Eq. (14).
1

O valor do determinante A,,(4) da Eqg. (11) foi obtido por Fredholm (1900), com um
calculo que envolve muita manipulacéo algébrica, razdo pela qual apresentaremos apenas 0
resultado. Assim:

Ang(D) = A(x, 1) = K(x,£) + Z%":l(—l)"%dn(x, £) (19)
onde:
__ b b b X tl tz tn
dn(x,t) = fa fa fa K(t ty t, - tn) dtydt, - dty (20)

com K (); i‘) dado pela Eqg. (14).
L
Desse modo, segundo Fredholm, a solucéo da Eq. (5) sera dada por:

u(x) = f() + A J, R(x, t; Df(D)de (21)
onde a funcdo R(x, t; 1) é chamada de Kernel resolvente de Fredholm e definida por:

R(x,t;2) = A(;‘(';‘)” (22)

onde A(x, t; 1) e A(4) sdo dados, respectivamente, pelas Eq. (17) e (18) e Eq. (19) e (20).

3. EQUACAO INTEGRAL PARA AUTOFUNCAO DE ONDA

Trataremos apenas o caso de espalhamento elastico de particulas cujos estados internos
ndo mudam (Sakurai, 2013).

3.1 Equacdo integral de Schrodinger

Como as particulas espalhadas se movem como particulas livres a grande distancia do
centro espalhador, a energia de seu movimento relativo & sempre positiva e ndo quantizada.
Portanto, na formulagdo do problema do espalhamento de uma particula de massa m com
energia relativa positiva E e em um potencial V(#), reduz-se a resolver a equacdo de
Schrodinger (Sakurai, 2013)

Hy (@) = Ey(r) (24)

Sendo:
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H=—1ap+v@ (25)

entdo a Eq. (24) ficara:

2mvV (¥)

(& + kDY) = 229 (F) (28)

onde:
2mE

k2 =3 (29)
e:

V@) #0, |7]<d (30)
Para fora da regido de espalhamento (|7| > d), a Eq. (28) ficara:

A+ kHpE) =0 (31)
cuja solucdo vale (Sakurai, 2013):

0@ =y e (F=hk) (32)

Agora, vamos resolver a Eq. (28) para a regido de espalhamento. Para isso, usaremos a
técnica da funcdo de Green (Bassalo, 2012). Assim, sendo a fungdo de Green para a Eq. (28)
dada por:

A+ kD) GFF) = 6@ —1), (33)

a solucdo daquela equacao sera:

Y =23 [ GEFIWVE WG ). (34)
Desse modo, a solucdo da equacdo de Schrédinger Eg. (28) para o espaco todo sera:

Y@ = 9@ + 23 [ GG F IV EWEF. (35)
Sendo que a funcdo Green é dada por:

1 e iK.(F-7")

G, 7)) = f

T (2m)3

d3K. (37)

k2—-K2

Para fazermos a integral indicada, inicialmente vamos tomar o vetor (# —#') = p, isto &, na
direcdo do eixo polar do espaco dos K. Entdo:

K.(7 —#") = Kp cos(6). (38)
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Por outro lado, sendo:
d3K = K?dKsen(0)d6d¢, (39)

a Eq. (37), ficara:
iKp cos(0)

G#7) (mﬂ3f 1 fy S K2dk sen(6)do d¢. (40)

Agora, integrando-se em 6 e ¢, teremos:

G(T_‘) 21 ) 1 foo sen(Kp)KdK (41)

2m2p J0 k2-K?2

Como o integrando da Eq. (41) é uma fung&o par, entéo:

G(F 1 ) 1 foo Ksen(Kp)dK (42)

4n2pJ-0  k2-K?2

Usando-se a formula de Euler (e'* = cos(a) + isen(a)) e fazendo-se Kp = N, a Eq. (42)
tornar-se-a:

G(F,F’) _ _ 1 [foo NeNan _ foo Ne—iNdN]’ (43)

87'[2,01: —00 N2—1']2 —00 NZ_-r’Z

onde n = kp.

Para fazermos as integrais indicadas na EQ.(43), vamos usar 0 método dos residuos
(Bassalo, 2012). As contribuicBes a essas integrais vém dos zeros g = +n. A primeira integral
é calculada usando o sentido antihorario para uma curva que contorna o polo +7. Portanto,
teremos:

) NeNgN _ . — i
f—oo—(zvm)(zv—n) = 2miRes|y=y, = mie". (44)
Analogamente, a segunda integral da Eq. (43) é calculada usando-se o contorno no sentido
horario da curva em torno do polo —n. Portanto, teremos:

o  NeNdn . .
f_wm = (—Zﬂl)ReSh\]:_n = —mie'. (45)

Levando-se as Eq. (44) e (45) a Eq. (43), a funcdo de Green procurada, sera:

Gy = Tl (46)

am|F—7|
A escolha de outro contorno diferente dos usados aqui, levaria a um termo do tipo e~ em
adicdo ou em subtracdo ao termo e*. Tal termo em G(##') corresponde a uma onda

incidente, 0 que contraria a Eq. (35).
Portanto, a solucdo da Eq. (25) seré obtida levando-se a Eq. (46) na Eq. (35). Entdo:
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Lkrr

. . 2mm R R R
W@ = () - f — V(r')w(r')dS ' (45)

4. RESULTADOS

Para uma analise do comportamento da funcéo de onda estacionéria espalhada por um
potencial coulombiano, vamos substituindo V (#") em (45) pelo potencial de Coulomb (1) com
carga Q = 1 na equacdo integral (45), resultando em

| 2!
o et

| 1 =1 vt 4
V(@) = o) + A [ S ) a3 (46)
onde 1 = —mf?z , € para facilitar analise gréfica é assumidom = 2, E = 1/4 e h =1, isso implica em

A=—-1ek =1em(29).

A funcdo de onda estacionaria ou autofungdo (46) é uma equacgdo integral do tipo Fredholm (5),
cuja a solucdo é dada por (21). Com ajuda do programa Mathematica, foi calculado os
determinantes (17) e (19) que logo € substituido em (22). Para solu¢do em uma dimensédo x
obtem-se:

ebisen(4) y)

Y(x) = e+ THALE)—Ei5D)] (47)
onde a funcdo Ei(t) é a funcdo exponencial integral dada por
Ei(t) = [, —du (48)

Com todas as consideracdes temos o resultado grafico, Fig. 1, para essa funcdo de onda com o
potencial espalhador colombiano:

.....\...f.]f\..._...x\...x

VARVA VA

Figura 1- Fung&o de onda para o potencial de Coulomb

(=]

Nota se no grafico da Fig. 1, que a funcdo de onda (47) em funcdo da distancia x tem um
comportamento ndo definido em x = 0. A amplitude dessa onda varia fortemente entre x = 0
ax=>5.
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O mesmo procedimento foi usado para se calcular a funcdo de onda estacionaria para o
potencial de Podolsky (3), usando valores para constante a = 1,2,3,4,5. Resultando na funcéo
de onda
i—5a(e4a

—e%) 2 (49)
x(a—2i) 1+A[Ei(i—a)—Ei(5i—a)]

P = e +&

Na Fig. 2 € mostrado as curvas para cada valores da constante de Podolsky “a”. Paraa =1 a
funcdo de onda é proxima da funcdo de onda dada pelo potencial coulombiano, valores
maiores de a mostra um comportamento mais estavel indicando um amplitude tendendo para
valores entre -1 a 1 antes de x = 5.

\ : 7\ o
! " ,l:r I \l\ F \ a=2
f \ i L\ ! \ X
o \ oy /5 \ 0 4=
\ f q', ! \ a=4
/ l\ / A / \ — — as=s
N S ., *‘\__;'f \1/

Figura 2- Funcéo de onda para o potencial de Podolsky

A Fig. 3 mostra as func6es de ondas com potencial espalhador de Coulomb e Podolsky e
observa-se que para a = 0 reproduz a funcdo de onda com potencial coulombiando. Valores
para a = 2,5 indicam uma tendencia para estabilizar a onda com amplitude constant antes do
valore limite na distancia x = 5. Depois desse limite, as ondas praticamente se propagam de
forma semelhante.

/\ / | /\ — u1 - Coulomb

A f / ¥ u2 (a = 2) - Podolsky

0 5 L] 5 10
\/ fl / u2 (a = &) - Podolsky
/ | / \U

Figura 3- Funcges de ondas espalhadas por Coulomb e Podolsky

Na Fig. 4 é um grafico para valores da distancia x e para valores continuos de a variando
de O até 5. Esse grafico evidéncia a importancia dos valores para a constante de Podolsky a.
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Ela de fato promove um bom comportamento da funcdo de onda com valores maiores que
zero. Como essa constante a esti conectada a dimensdo de distancia (Podosky, 1948), isso
explicar porque a funcdo de onda de Podolsky tem bom comportamento proximo de x = 0
para valores a > 0.

Figura 4- Funcéo de onda espalhada por potencial de Podolsky

5. CONCLUSAO

Nesta trabalho foi investigado o efeito da interacdo no centro do espalhamento de uma
particula na funcdo de onda estacionario. A equacdo de Schrodinger é foi usado para dois
tipos de potencial, um coulombiano e outro de Podolsky.

A técnica usada sdo as solugdes de kernéis arbitrarios via equacdo integral de Fredholm. O
resultado deste trabalho mostra que na Fig. 3 a constante de Poldosky a = 0 reproduz a
fungéo de onda para o poténcial de Coulomb e uma amplitude ndo definida em x = 0. Para
valores a = 1 e 5 a funcdo de onda para o poténcial de Poldosky mantém uma amplitude
constante em x = 0. Na Fig. 4 observa-se no grafico que para valores de a > 40 ndo temos 0
problema da singulariedade na funcéo de onda em x = 0.
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