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Resumo. Este trabalho aborda a analise dos problemas direto e inverso considerando adifusdo
de uma populacdo com taxas de natalidade e mortalidade logisticas e com abate implusivo. A
formulacéo e solucé@o do problema direto levou em consideracéo o formalismo da técnica de
transformada integral generalizada. Para reducdo do tempo computacional na solucédo do
problema direto foi proposta uma solucéo de baixa ordem utilizando o modelo reduzido. O
problema inverso foi formulado utilizando uma abordagem Bayesiana junto ao modelo de erro
de aproximacao.

Palavras-chaves: Dinamica Populacional, Transformada Integral, Inferéncia Bayesiana,
Modelo de Erro de Aproximacao

1. INTRODUCAO

O controle populacional € uma questdo muito relevante, principalmente quando relacionado
a espécies que podem atuar como vetores de doencas. Assim, a compreensdo e modelagem
precisa da dindmica populacional é essencial para a implementacdo de politicas publicas de
controle da disseminacdo dessas doencas. Sempre que se fala em modelagem populacional os
trabalhos de Malthus (1959) e Verhulst (1838) sdo tidos como o0s pioneiros, porém atualmente
exitem muitos outros trabalhos que apresentam diferentes formulacGes para a analise da
dindmica populacional, considerando diferentes fendmenos, tais como: (i) dispersao (Skellam,
1951), (ii) competicdo entre espécies (Okubo,1980), (iii) presenca de substancias toxicas, locais
de descarte e outros fatores que podem afetar as taxas de nascimento, mortalidade e migracéo
(Feng e Lu, 1999; Simons e Gourley, 2006; Su et al., 2009). A maioria destes trabalhos traz
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novas formulacbes, andlises de estabilidade e solucGes, analiticas ou numéricas, para 0s
modelos derivados. A fim de alcancar a integracdo desta teoria com a pratica, é de suma
importancia caracterizar a populacdo (espécie) de interesse dentro de um determinado modelo,
ou seja, calibrar os parametros do modelo de tal forma que o comportamento da populagdo em
estudo seja precisamente modelado. Isto pode ser conseguido por meio de uma analise inversa
do problema (Knupp et al., 2015). A andlise do problema inverso, muitas vezes requer uma
metodologia precisa e boa eficiéncia computacional na solugdo do problema direto (Neto e
Silva Neto, 2012). Neste sentido, a técnica de transformada integral generalizada (GITT) € uma
das mais adequadas para este tipo de problema. A GITT pode ser vista como a expansao da
teoria classica, que permite ir além dos sete problemas colocados na formulagio classica (Ozisik
e Mikhailov,1994 ; Ozisik et al 2002). A principal vantagem deste método sobre os métodos
puramente numéricos reside no controle da precisdo global, altamente requerida em solugdes
de benchmark. Porém esta técnica ainda apresenta dificuldades quando se destina a tratar de
problemas com geometrias complexas, tal fato é hoje em dia uma das principais areas de
pesquisa na GITT (Alifanov 1994; Cotta, 1990; Cotta, 1993; Cotta e Mikhailov 1997; Cotta,
1998; Knupp, 2010; Naveira Cotta, 2009). Na formulacéo e solucdo do problema inverso por
meio da abordagem Bayesiana, o objetivo € usar o maximo de informagdo disponivel para
reduzir as incertezas. A medida que novas informacdes sdo obtidas, s&0 combinadas com
informac0es ja existentes para formar uma base para procedimentos estatisticos. O mecanismo
formal usado para combinar uma nova informacgédo com a informacéao disponivel é o teorema de
Bayes (Kaipio e Somersalo, 2004). Este trabalho tem como objetivo a analise e solugdo do
problema direto por GITT, viabilizando uma solucdo reduzida de baixo custo computacional
para ser utilizada no método Bayesiano de Monte Carlo via Cadeias de Markov, um método de
amostragem aleatOria que necessita de um grande nimero de simulacges.

2. FORMULACAO E SOLUCAO DO PROBLEMA DIRETO

Considere uma populacdo difusiva definida em [0, L] com densidade dada por u, modelada
segundo a lei de Fick com coeficiente de dispersdo constante D, atraso no tempo de reproducéo
7, taxa de morte prematura ue taxas de natalidade e mortalidade natural b(u) e d(u),
respectivamente, considere ainda armadilhas impulsivas com intensidade B; posicionadas em
pontos discretos do dominio x;. A equacdo que modela esse problema é dada por (White, 2009):

9 a2 - cs
—=D—+ebu) —dw) - Yoo Bu(x;,t)8 (x—x;), 0<x <L, t>0, (1)

em que N_, representa o numero total de armadilhas e & é o delta de Dirac.
A condicdo inicial é dada por:
u(x, t) =uy(x,t), —1<t<0. (2)

As condicdes de contorno de Neumam séo:

Ju
dx

_Ou

x=0 T ox x=L =0 (3)

As taxas de natalidade e mortalidade séo, respectivamente (White, 2009):
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_uxt-1)

b(w) = K+Cu(x,t-1)’ (4)
_ Pu(x,t)?

d(u) T K+Cu(xt-1)’ (5)

emque P, K e C sdo parametros do modelo de crescimento logistico.

O problema definido acima é altamente ndo linear e ndo possui solugdo analitica, mesmo
quando considerado o formalismo das transformagcdes integrais classicas (Ozisik e Mikhailov,
1984).Uma alternativa a solucdo excluvisamente numérica é a utilizacdo da técnica de
transformada integral generalizada (GITT)(Cotta, 1990). O formalismo dessa técnica inicia-se
definindo o par de transformacéo.

Transform: u;(t) = fOLu(x, Y, (x)dx.
) (6)
Inverse: ulx, t) = X2, 9, (0u;(t),
em que ;(x) sdo as autofuncdes normalizadas
Pt =240 (7)
com as integrais de normalizacdo N;, dadas por:
N; = fOLIIJiZ(x)dx. (8)

A técnica de separacao de variaveis aplicada a versao homogénea linear do problema leva
ao seguinte problema de Sturm-Liouville:

2,0,

DU | 2y (x) = 0 .
) _dyw) _ o (9)
dx - dx -

Aplicando o operador fOLlf)i(x)(.)dx e o par Transformada-Inversa obtém-se o seguinte
sistema infinito e acoplado de equac@es diferenciais ordinarias

au; _ _

L0 4 20,0) = gt w), (10)
com

u = (g, iy, ..., Uy), (11)
e

g_i (t, u) = g_i,l (t, u) + g_i,Z (t! u) + g_i,3 (t' u), (12)
com

e 16 Lt X R (G U 2169)

1= fo K+C Z?Llﬁj(t—‘r)izli(x) dx, (13)
3. N 2 D)
iy = [ PP (I (OB | (14)

0 K+cC 27=1ﬁj(t—r)¢i(x)
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Jiz = Z’,fii Bklzji(xk)(zjyzl w; (O; (x)). (15)
com a condicdo inicial transformada por:

() = [[ P (ue(x, )dx, —T<t<0, i=12..,N. (16)

Buscando reduzir o tempo computacional gasto na solucdo do problema direto foi
empregado o uso de um modelo reduzido para calcular g; fazendo a seguinte alteragéo.

_ L Pie H R 7 (t-0)Pi () Lfbi(x)e‘H’Z,“-Lﬁﬁ,-(t—r)zh(x)
i = K+ I, (00 Jo KrCXR -0 dx, (17)
e
Pl 0R@)  Bior(ER G 0Rw)’ 18
Giz _fo K+C 2, T (t-0)Pi(x) ~f° K+C2jy:Rlﬁj(t—‘r)171i(x) dx ( )

3. FORMULAGCAO E SOLUCAO DO PROBLEMA INVERSO

No tratamento Bayesiano do erro de aproximacao, todos os parametros desconhecidos sao
modelados como uma variavel aleatoria. Incertezas de medicdo e modelagem e o grau de
incerteza sdo avaliados separadamente, ou seja, as propriedades estatisticas de ambos os erros
podem ser acopladas ao problema inverso. Dessa forma pode-se utilizar um modelo reduzido
para resolver o problema inverso desde que as incertezas referentes ao modelo completo sejam
levadas em consideracdo. O problema inverso aqui estudado tem como objetivo estimar 0s
parametros de um modelo de dispersdo populacional difusivo com taxas de natalidade e
mortalidade logisticas e abate impulsivo em certos pontos do dominio espacial em uma
dimenséo.

Na abordagem Bayesiana, tenta-se utilizar o maximo de informac@es disponiveis com o
objetivo de reduzir as incertezas presentes na inferéncia. Nesse tipo de abordagem leva-se em
consideracdo os seguintes principios (Kaipio & Somersalo, 2004):

e Todas as variaveis incluidas no modelo s&o modeladas como variéveis aleatorias.

e A aleatoriedade descreve o grau de informacao sobre as suas realizaces.

e O grau de informacéo relativa a estes valores é codificado em termo de distribuicdes de
e probabilidades.

e Asolucdo do problema inverso é a distribuicdo de probabilidade posterior.

Na solucdo do problema inverso considerando apenas o erro convencional, onde
geralmente considera-se medidas modeladas com erros aditivos gaussianos, tem-se.

Y =U.(P) +e, (19)

em que Uq(P) é considerada a solugdo do problema direto, tida com solu¢do que melhor
representa a natureza do problema e e € modelado por uma distribuicdo normal centrada em
zero com desvio padréo o,.

Por outro lado, no modelo de erro de aproximacao o erro de modelagem é tratado como um
ruido adicional ao modelo de erro convencional. A modelagem do erro de aproximacdo pode ser
vista como (Nissinen et al., 2007).

Y = Ug(P) + [Uc(P) — Ur(P)] + e, (20)
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em que Ui (P) € a solucdo do problema considerando o modelo aproximado. Definindo

e(P) = Uc(P) — Ug(P), (21)
a modelagem do erro de aproximacgao pode ser escrita como.

Y = U (P) + n(P), (22)

difinindo n(P) = e(P) + e.

Considerando conhecida alguma informacdo a priori sobre P, esta pode ser modelada por
uma densidade de probabilidade 7 (P). Assim, a distribuicdo de probabilidade a posteriori €
dada pelo Teorema de Bayes.

n(P)m(Y/P)

n(P/Y) = s

(23)
em que w(P/Y) é a densidade de probabilidade a posteriori, 7(P) é a informacdo a priori,
n(Y/P) é afungéo de verossimilhanca e m(Y) é a densidade marginal, funcionando, neste caso,
como uma constante de normalizagéo.

Para chegar a uma distribuicdo a posteriori é necessario conhecer a verossimilhanca, que
para o modelo de erro convencional € dada por (Kaipio e Somersalo, 2004).

1 1

N -
7(Y/P) = 2n 7 |W| 2e R W R, (24)

onde W ¢ a matriz de covarianciae R =Y — U, (P) é o vetor residual. Por outro lado, para o
modelo de erro de aproximacéo a verossimilhanca € dada por (Kaipio e Somersalo, 2004).

1

N -
n(Y/P) = Zn_TdIW*I_%e_zRZW* 1R*, (25)

com a matriz de covariancia W, = W, + W e o vetor residual R, =Y — Ui (P) — 7(P).
Observe que 77(P) é obtido pela soma das médias de €(P) e e.
Para este trabalho as estatisticas do erro de aproximacédo foram obtidas considerando.

Gerar Ny amostras para os parametros P = {D, P, K, C, B}.

Calcular as solucdes U, (P) e Ui (P) considerando cada amostra de P.
Calcular Ng amostras para o erro de modelagem e(P) = U.(P) — Uz (P).
Calcular a média e covariancia para e(P)

PwbhE

Para explorar a distribuicdo a posteriori foi usado 0 método de amostragem aleatdria de
Monte Carlo via Cadeias de Markov utilizando o algoritmo Metropdlis-Hastings (Kaipio e
Somersalo 2004).

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Tomando como base os casos investigados por White (2009), foram escolhidos os
parametros para implementar a solu¢ao do problema direto.

Tabela 1- Pardmetros para solugdo do Problema Direto
D=0,0001 | P=0001 | K=1 | ¢=05 | B=0001
n=0 | T =10 | L=1 | Up(x,t) =1
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A solucdo do problema direto depende basicamente de dois pardmetros de controle, a
ordem de truncamento N e o numero de sub-regides na integragdo semianalitica M. Vale
ressaltar que no modelo reduzido considera-se uma outra ordem de truncamento N < N, que
neste trabalho foi estabelecida como N = 1. Considerando N = {10,30,50,80,100} e M =
{30,60} pode-se observar a analise de convergéncia na Tabela 2. Na Figura 1 pode-se observar
o pefil da solugdo considerando diferentes tempos, nota-se um bom ajuste no centro do dominio
espacial.

Antes da solucdo do problema inverso, caracterizou-se o erro de aproximagdo para isso
foram utilizadas Ng; = 1000 amostras do vetor de pardmetros utilizando uma distribuicao
normal multivariada com média e desvio padrédo baseados em Friguis (2015), onde para cada
vetor de parametros foi calculada uma solugdo considerando o modelo reduzido com N, = 1 e
0 modelo completo considerando N = 20e M = 30 subregifes de integragdo. Finalmente
foram geradas 1000 amostras para o erro de modelagem e retiradas a média e a matriz de
covariancia.

Para investigar a solucdo do problema inverso foi considerado um conjunto de dados
experimentais gerados por um modelo com alta ordem de convergéncia acrescido de um residuo
experimental modelado por uma distribuigdo normal, centrada em zero com desvio padréo
o, = 0,004. Foi também considerada uma cadeia com 50000 estados, descartando os 10000
primeiros estados como aquecimento da cadeia. Apds descartar os 10000 primeiros estados
foram retiradas as médias, o desvio padrdo (DP) e os intervalos com 99% de confianga (I1C).
Outra medida utilizada foi a razdo entre o comprimento do intervalo de confianga e o valor
médio estimado(MI). Os resultados obtidos estdo na Tabela 3 que mostra intervalos de
confianga compativeis com os valores da Tabela 1 para os parametros D, P e C, enquanto para
0s parametros K e B ndo se obteve o0 mesmo resultado. Na Figura 2 pode-se observar a
distribuicdo a posteriori para cada um dos parametros e na Figura 3 vé-se a convergéncia das
cadeias assim como a média e os intervalos de confianga.

Completo

Reduzido
N =1

. | . | . . 1 . L . | . . 1 . | . e
0.0 0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 1- Comparacdo entre o modelo reduzido e o modelo completo.

Tabela 2- Analise de convergéncia

M=30eN; =1
N x=0,2 x =04 x=0,5 x=0,2 x =04 x =0,5
10| 0,792576 0,787014 0,806822 0,795369 0,791027 0,810236
30| 0,725412 0,718911 0,871353 0,728479 0,723104 0,872755
50| 0,716631 0,710242 0,876485 0,719287 0,713974 0,877521
80| 0,712551 0,706238 0,879562 0,715544 0,710306 0,880688
100| 0,711152 0,704866 0,879688 0,714087 0,708867 0,880775

M =30eN; =N
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10| 0,795369 0,791027 0,810236 0,795369 0,791027 0,810236
30| 0,728479 0,723104 0,872755 0,728479 0,723104 0,872755
50| 0,719287 0,713974 0,877521 0,719287 0,713974 0,877521
80| 0,715544 0,710306 0,880688 0,715544 0,710306 0,880688
100| 0,714087 0,708867 0,880775 0,714087 0,708867 0,880775
K C x 10
B x 10°
Figura 2: Densidade das distribuicdes a posteriori
Tabela 3 — Solugdo Problema Inverso

Parametros Inicial Média DP IC MI %
D x 10* 1,3148 0,9518 0,0000045 [0,84584, 1,07593] 24,17
P x 103 5,8661 5,2703 0,00011 [4,98128, 5,57175] 11,20
K 1,5684 1,2 0,05 [1,07703, 1,33647] 21,62
Ccx10 13,0992 5,0418 0,023 [4,40844, 5,65576] 24,74
B x 103 1,2581 1,1689 0,00004 [1,07100, 1,26952] 16,98
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Figura 3: Cadeias (Preto), Média (Verde) e Intervalo de Confianga(Vermelho)

5. CONCLUSOES

A dinamica populacional difusiva com taxas de natalidade e mortalidade logisticas
considerando armadilhas locais € um problema muito relevante, principalmente quando a
populacdo de estudo pode ser de vetores de doencas. O modelo empregado neste trabalho
foi um modelo baseado na equacdo de difusdo classica acrescida de uma parte ndo linear,
por conta disso uma boa opcdo para solucdo é a técnica de transformada integral
generalizada (GITT), uma técnica muito eficiente mas que nesse estudo apresentou um
tempo computacional considerado elevado. Para contornar essa dificuldade foi utilizado
um modelo reduzido que mostrou-se uma boa opcao, reduzindo consideravelmente o tempo
de uma solucdo. A solucdo considerando o modelo reduzido, embora muito mais rapida
que a convencional, sacrificou a precisdo do problema inverso, pois 0 método de Monte
Carlo via Cadeias de Markov necessita de milhares de avaliagdes da solu¢do do problema
direto. Para contornar a propagacéo de erro foi considerda a utilizacdo do modelo de erro
de aproximagdo, um modelo que tem como objetivo considerar o erro de modelagem
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quando usa-se 0 modelo reduzido. Os resultados encontrados foram promissores e
futuramente utilizaremos outras formulagdes para 0 modelo de erro de aproximagé&o.
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INVERSE ANALYSIS OF THE DIFFUSIVE POPULATION DYNAMICS WITH
IMPULSIVE CULLING SITES VIA INTEGRAL
TRANSFORMS, APPROXIMATION ERROR MODEL AND BAYESIAN
INFERENCE

Abstract. This paper deals with the analysis of the direct and inverse problems considering a
diffusive population with logistic birth rates and mortality with implusive slaughter. The
formulation and solution of the direct problem was considered the formalism of the generalized
integral transformation technique. To reduce computational time in the solution of the direct
problem a low order solution was proposed using the reduced model. The inverse problem was
formulated using a Bayesian approach applied approximation error model.

Keywords: Population Dynamics, Integral Transform, Bayesian Inference, Aproximation
Error Model.
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