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Resumo. O objetivo deste trabalho é propor um modelo matemdtico para simular a dispersdo
de mosquitos e seu controle. Em particular, a espécie de mosquito selecionada para o desen-
volvimento do estudo foi Aedes aegypti, devido sua importdancia vetorial na transmissdo de
arboviroses para humanos. Os niimeros alarmantes relatados pela Organizacdo Mundial da
Saiide colocam em destaque doengcas como dengue, febre amarela, chikungunya e zika virus,
que tem como principal vetor Aedes aegypti. Inovagcées no dmbito do controle vetorial, como
a introdugdo de mosquitos geneticamente modificados, apresentam uma nova perspectiva no
controle vetorial e, consequentemente, a redugdo no niimeros de infecgoes. A fim de se garantir
seguranca, economia e eficiéncia, a avaliacdo de medidas de prevencdo e controle podem ser
estudadas antes ou durante as intervengoes através de modelos matemdticos e simulagées. Por-
tanto, propomos neste trabalho um modelo matemdtico descrito por um sistema de equacoes
diferenciais do tipo reacdo-difusdo-quimiotaxia que descreva a dindmica da interacdo entre
mosquitos selvagens e transgénicas.

Palavras-chave: modelo matemdtico, mosquitos transgénicos, modificacdo genética, controle
Aedes aegypti

1. INTRODUCAO

As doencas transmitidas pelo mosquito Aedes aegypti constituem um problema recorrente
e complexo no cendrio epidemioldgico da satde publica mundial, principalmente nos paises
tropicais com resurgimento de endemias em locais em que ja haviam sido controladas. Trata-se
de um fendmeno sazonal com aumento de infec¢des frequentemente associado com estagdes
quentes e umidas. Devido a esta dependéncia climética, percebe-se um agravamento dessa
situacdo com o aquecimento global, com consequente aumento do periodo de maior infestacao,
bem como o0 aumento no mundo das dreas endémicas para além dos trépicos. Entre a técnicas
inovadoras usadas para controle do vetor encontra-se a manipula¢do genética de mosquitos.

O mosquito Aedes aegypti é uma espécie origindria da Africa que foi introduzido nas diver-
sas regiodes tropicais e subtropicais do planeta através dos navios negreiros no periodo colonial
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de acordo Finep (2018). Atualmente, mais da metade da populacdo mundial vive em dareas in-
festadas pelo Aedes aegypti, o principal mosquito transmissor de zika, dengue, chikungunya e
febre amarela, conforme OPAS (2018). Nos anos de 2015 a 2017, foram registrados no Brasil
mais de 204 mil caso de zika, aproximadamente 292 mil casos de chikungunya e 2,8 milhoes
de Dengue, correspondendo a 64% dos casos de doencas notificadas no continente Amaricano
segundo FAPESP (2018).

Entre as modernas técnicas de controle, figura a manipulacao genética e introducdo de mos-
quitos transgénicos desenvolvidos para reduzir a capacidade de detec¢ao de C'O, como pode
ser encontrado no trabalho desenvolvido por McMeninam (2014). Sendo as fémeas dos mos-
quitos as responsdveis pela picada e repasto sanguineo para desenvolver os ovos e sendo a busca
da fémea por hospedeiros guiada pelo C'O,, a diminui¢do dessa capacidade de orientacdo tem
impacto na taxa de infec¢do.

Trabalhos anteriores exibem boa aproximac¢ao com os dados coletados em campo utilizando
a equacao logistica com captura para descrever a dinamica populacional da espécie Anopheles
darlingi e considerando a interacao entre mosquitos selvagens e transgénicos, porém sem levar
em conta a zigosidade como apresentado em Wyse (2007), mas também a populacdo de mos-
quitos transgénicos foi identificada como homozigota ou heterozigota, conforme apresentado
em Wyse (2016). Neste trabalho, € apresentado um modelo que descreve espalhamento e a
interacao entre os mosquitos selvagens e transgénicos cuja formulacdo se da a partir e modelos
classicos da dinamica populacional e estudos preliminares pode ser visto em Oliveira (2016).
O modelo constitui-se de um sistema de equagoes diferenciais parciais do tipo reacao-difusao-
quimiotaxia baseado em modelos anteriores que consideram a genética cldssica mendelina ,as-
sim como, Wyse (2016), Li (2012) e Li (2007)

2. FORMULACAO DO MODELO

Consideramos que a populacido de mosquitos seja descrita pela equagao logistica com cap-
tura, que € um modelo cldssico simples e bastante utilizado. A inclusdo do termo de captura
tornar o modelo mais realistico, uma vez que a equagao logistica admite que a populacdo se
estabilize em sua capacidade de suporte k e isso ndo condiz com a dindmica populacional de
mosquitos, pois, embora haja espaco fisico e alimentos em abundancia, observa-se que mesmo
em periodos do ano com condicdes mais favordveis a sua proliferacdo, a incidéncia de mosqui-
tos se apresenta abaixo da capacidade maxima. Este termo garante justamente que a populagcao
de mosquitos se estabilize em um ponto de equilibrio abaixo da capacidade de suporte. Supondo
que a dindmica populacional de mosquitos Aedes aegypti pode ser descrita por:

dN N

— =rN(1——) — 5N 1
a N ()
onde N € o nimero total de mosquitos, r = € — d;, sendo € a taxa de emergéncia de mosquitos
para a fase adulta e §; a taxa de mortalidade por causas naturais; d, € a taxa de mortalidade por
predadores e inseticidas, independente da densidade, e k é capacidade de suporte. Reescrevendo

aEq. (1)

dN
dt
com ) = 0; + do.

— N — (-) N2 — (5, + 8,)N = (% - %) N2 — 6N, 2)
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Supondo que a populacdo total de mosquitos N € dividida, conforme as linhagens obtidas
na Tabela 1, em seis subpopulagdes, isto €, N = Zle u;. Dessa forma a Eq. (2) pode ser
escrita como:

6 6 6
du; €

(o w53 ). 3)
i=1 dt Z?:N‘i <ZZ1 ) <Z )

ou, na forma equivalente,

3

6 6 6 6
du; € r Z 9 Z Z

i=1,j=1,i#j i=1

1=

Tabela 1- Linhagens obtidas do cruzamento entre selvagens e transgénicos do Aedes aegypti, com sua
respectiva simbologia e frequéncia genotipica

Linhagem Gendtipo Simbologia | Frequéncia genotipica

Selvagens Gr3t/* Uy a
Transgénicos heterozigotos | Gr3Fc¢Fr/+ Us b
Transgénicos heterozigotos | Gr3*/* Us c
Transgénicos heteroalélicos | Gr3®c /4 Uy d
Transgénicos homozigotos | Gr3ECTP/ECEP Us e
Transgénicos homozigotos | Gr3*/* ug f

As linhagens obtidas pelos cruzamentos entre mosquitos selvagens Gr37/*, transgénicos
homozigotos Gr3*/* e transgénicos homozigotos Gr3#¢F"P/ECFP Histadas na tabela 1 e obtidos
no trabalho de McMeninam (2014) et. al. estdo de acordo com a genética cldssica mendeliana.
Para a constru¢cdo do nosso modelo matemaético, vamos considerar que a geracdo da populagao
de mosquitos obedece a lei de Hardy—Weinberg, que afirma que “se ndo existissem fatores
evolutivos atuando sobre uma populacao, as frequéncias genéticas e genotipicas permaneceriam
inalteradas, atingindo um equilibrio estavel”Shelford (1952). Para uma populagao satisfazer a
lei de equilibrio de Hardy—Weinberg.

Denotando a frequéncia genotipica de indice 7j resultante do cruzamento u; X u;, pode-
mos resumir o conjunto de todas as frequéncias obtidas dos respectivos cruzamentos na tabela
abaixo:.

A propor¢do de geragdo da populacio u; proveniente dos cruzamentos sdo obtidas calcu-
lando os respectivos quadros de Punnet resultando em:

® a1 =bis = ci6 = dse = €55 = fos = 15

® a1p = a13 = big = b1y = bay = bas = bss = c13 = c14 = €95 = Cog = dog = C33 = d35 =
c36 = f36 = dag = dys = €45 = dyg = fa6 = 0,5;

® Qg9 = €22 = Q23 = 523 = Co3 = d23 = b23 + oy =doy = €9 = a3z = f33 = 534 = C3q4 =
dsq = fs4 + eqq = faa = 0,25;
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Tabela 2- Frequéncias genotipicas obtidas dos cruzamentos

Dessa forma a Eq. 4 pode ser escrita como

6
dui
2

=1

+ o+ o+

2

€

,
Z?:l u kK

U1 U9 Uus Uy Us Ug X
ai a2, bi2 @13, C13 bi4, C14 bis Ci6 U
a2, bz, | ags, Doz, | bos, Co4, | bos, €25 C26, g U

€22 C23, da3 da4, €24 :

ass, €33, | bas, C34, | b3s, d3s €365 J36 U

33 dss, f34 ’

dys, €44, | dus, a5 | dag, fas U

Jua !

€55 ds6 Us

o6 Ug

[anuf + (ag + bao + 622)U§ + (ags + ¢33 + f33)U§

6

i=1 Wi

(dyg + eas + fra)ud + essul + fosua + 2(ara + bio)urug + 2(a13 + ci13)usus
2(b1s + c1a)urug + 2b15u1us + 2c16urus + 2(ags + bag + Co3 + daz)usus
2(bag + Cog + dog + €aq) Uy + 2(bos 4 e25)ugus + 2(cog + dag ) uzue

(b3a + €34 + dsa + faa)usug + 2(bss + dss)usus + 2(c36 + f36)uste
2(dys + ea5)uas + 2(dag + fa6)uatis + 2dseusug] — 6D

)
(&)

Separando a Eq. (5) a fim de preservar a dindmica do modelo logistico com captura e con-
siderando a genética que rege cada uma das seis variedades de mosquitos, obtemos o seguinte
sistema de equacao diferencias:

/ 3
du
d_tl :g(u) (CLHU% + Z(ajjug + 2a1ju1uj) + 2@23’&2@63) — (5’LL1
j=2
du 5 5 5
2

% :g<U) (bggug + 2 Z bljuluj + 2 Z ijUQUj +2 Z bngng) — (5U2
J=2,5#3 =3 =4

dU3 ) 6 6 6

o =g(u)(cs3us; + 2 Z crjuruy + 2 Z CojUauj + 2 Z C3jUsU;) — Oug
J=3.j#5 J=3.j#5 J=4.3#5

dU4 ) 6 5 6

% :g(u) (d44u4 + 2 Z deUQUj + 2 Z dng3Uj + 2 Z d4jU4Uj + 2d56U5U6) — 5U4
j=3,j#5 =4 =5

dus 5 , 5

E :g(u)( Z ejjuj + 2 Z €2;U2Uj + 2645U4U,5) — 5U5

=2,#3 =4
du 6 6
6
% :g(u)( Z fjju? + 2 Z fgju?,uj + 2f4GU4U6) — 5U6,
\ J=3,7#5 J=4,5#5
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(6)

onde u = (uq,...,uq),

g(u) = 66 -

> Ui
=1

,
- (7

2.1 Modelagem da dinamica e Espalhamento de Mosquito Selvagens e Transgénicos

O sistema de equagdes descrito em (6) descreve a evolucao temporal de cada uma das seis
espécies, representando os termos de reacdo do modelo. Assumindo que o processo de difusao
se baseia no modelo quimiotatico proposto por Keller—Segel, Murray (2002), temos que a
dindmica e o espalhamento de cada populagdo de mosquitos uq, us, us, Ug, Us € ug € descrita
pelo seguinte sistema de equacoes:

( 3
Ju 0?u 0 ov
a_tl :D@T; — X1% (u1 %) -+ g(LI) (GHU% -+ Z(ajju? + 2a1ju1uj) —+ 2@23U2U3) — (5'LL1
j=2
s 0%us o [ v ) ° °
W =D 812 — XQ% U2a_{L‘ + g(LI) (b22u2 + 2 Z bljulle + 2 Z ijUQUj
j=2,j#3 =3

5
+2 Z ijUng) - (S’LLQ

j=1

us  0%us o [ v ) s &
E :DW — X3£ U3a_$ + g(u)(033u3 +2 Z C1;U1U; +2 Z CojU2U;

j=3,j#5 J=3,37#5

6
+2 Z CQjUng)—(Su:g

J=4,5#5
ug 0wy o [ v ) s °
E =D 22 — X4% (U4a—x> + g(LI) <d44U4 + 2 ‘ Z deUQUj + 2 Z dngg'LLj
J=3,3#5 Jj=4
6
+2 Z d4jU4Uj + 2d56’LL5U6) — 511,4
j=5
dus _0%us o [ v ° , e
E =D ax2 — X5% U5% + g(u)( Z e]-juj + 2 Z BQjUQUj + 2645U4U5) — (SU5
J=2,37#3 j=4
dug 9 ug d [ v : :
W :DW — XG% UGa_:L‘ -+ g(u)( Z fjjU? + 2 A Z f3jU3Uj —+ 2f46u4u6) — 5U6
J=3,37#5 J=4,37#5
v 0%
(g1 ~Dogge Trui— A
onde g(u) € R*, como definido em (7). As condigdes iniciais sdo dadas por
u(z,0) = u(z), x €N 9)
v(z,0) = v(x), zr € (10)
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e condic¢des de contorno do tipo Neumann dadas por:

ug(0,t) = 0, v,(0,t) = 0, ¢>0, (11)
u,(L,t) = 0, ve(L,t) = 0, t>0, (12)

As descrigdes das varidveis do modelo sdo dadas por:

u;(z,t): concentragio de mosquitos selvagens e transgénicos em (z, t), onde z € posi¢do,
t € tempo e ¢ variando de 1 a 6 a fim de caracterizar cada uma das linhagens obtidas;

e Y;: € uma constante, onde j estd variando de 1 a 6;

e D: ¢ o coeficiente de difusdo de mosquitos;

v: € atrator quimico, nesse caso o C'O, emitido pelos humanos;

D,: € o coeficiente de difusdo do atrator v.

Esse modelo matematico descreve a interacdo e espalhamento de mosquitos selvagens e
transgénicos, sendo descrito por um sistema de equacdes diferenciais parciais do tipo reacao-
difusdo-convecgao onde os termos de reacdo sdo baseados na formulacdo dindmica proposta
anteriormente Wyse (2016). O termo de difusdo-convec¢ao € baseado do modelo quimiotatico
de Keller-Segel, ja que a quimiotaxia é um fendmeno convectivo. O modelo é formado por um
sistema de seis equacdes ndo-lineares acopladas. Devido a complexidade do sistema, encontrar
uma solucdo analitica geral para o problema € extremamente dificil. Nesse sentido, torna-se
indispensavel o desenvolvimento de técnicas numéricas para a obtencao da solucao aproximada
do problema.

3. SIMULACOES NUMERICAS

Experimento 1 Neste experimento vamos simular o comportamento das populacdoes de mos-
quitos selvagens e transgénicos ao longo do tempo. Para isso, consideramos a populagcdo
composta inicialmente de 66,66% mosquitos selvagens (uy); 18,33% de mosquitos homozigo-
tos do tipo Gr3PCFPIECEP .. ¢ 15% de mosquitos homozigotos do tipo Gr3** (ug) e para
as demais populacoes condicoes iniciais nulas.

A quantidade total das seis populacdes de mosquitos obtidas ao final de um periodo de tempo
de 1 més foi de N* = 8618 mosquitos, estabilizando no ponto de equilibrio ndo trivial. A quan-
tidade de cada espécie de mosquito foi de 3833 mosquitos selvagens (u;), 2104 heterozigotos
do tipo Gr3PCFP/+ (uy), 1721 heterozigotos do tipo Gr3** (us), 473 mosquitos heteroalélicos
(u4), 292 mosquitos transgénicos homozigotos do tipo Gr3PCFP/ECEP (3.) e 196 mosquitos
transgénicos homozigotos do tipo G73** (ug), correspondendo respectivamente a 44%, 24%,
20%, 5%, 3% e 2% da populagio total. Para essas condi¢des iniciais, a modificacdo genética
apresenta eficdcia no sentido de reduzir a capacidade de detec¢ao de CO, em 10% da populagio,
visto que apenas homozigotos e heteroalélicos apresentaram essa caracteristica segundo os tes-
tes realizados em McMeninam (2014).
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Figura 1- Dindmica populacional de mosquitos selvagens e transgénicos com condi¢des iniciais u1(0) =
200, u2(0) = u3(0) = ug(0) = 0, u5(0) = 55, ug(0) = 45

Experimento 2 Nesta simulacdo vamos considerar a dindmica e o espalhamento de mosquitos
selvagens na auséncia de COs. Para isso, as seguintes condicdes iniciais

sen(w(“‘_—%)> se 9,5 <x<10,5,

wi(z,0) = 10,5-9,5 (13)
0, se 0<x<9,5 e 10,5 <x <20,
us(x,0) = uz(x,0) = uy(z,0) = us(z,0) = ug(x,0) = 0 e v(x,0) = 0. (14)

Neste caso o problema (8) se reduz a um problema de reacao—difusdo de uma tnica populagao
(selvagens) e, como pode ser visto nas Figuras (2)(a) e (2)(b), seu comportamento mostra um
espalhamento simétrico em torno da posi¢do z = 10 com a dindmica crescente caracteristica do
termo de reacdo, que permite um crescimento populacional até um patamar.
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2000
2000

1000 0.6

+ Tempo (t)

Coordenada (x) + Coodernada (x)
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Figura 2- Dindmica e espalhamento da populacdo de mosquitos selvagens na auséncia de C'O- e com
condicdes iniciais (13) e (14)

Experimento 3 Neste experimento vamos simular a dindmica e espalhamento de mosquitos
selvagens na presenca de CQO,, considerando ambos, mosquitos e C' Oy distribuidos em uma
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mesma regido conforme as condicoes iniciais (15) - (17). Para isso, utilizaremos descri¢do do
Experimento (2) e a atracdo quimiotdtica dada por x1 = 1, 0.

x—9,5
(i, 0) = sen <7T (—10’57975>) se 9,50 <x<10,5, (15)
0, se 0<x<95 e 956<zx<?20,
sen <7r (x_—%» se 9,5 <z <10,5,

v(z,0) = 10,5-9,5 (16)
0, se 0<zx<95 e 10,5 <z <20,
us(z,0) = us(x,0) = ug(x,0) = uz(z,0) = ug(z,0) = 0. (17)
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Figura 3- Dinimica e espalhamento da populagdo de mosquitos selvagens considerando a distribui¢do
inicial de C'O2 na mesma regido do foco de mosquitos, com condic¢des iniciais (15), (16) e (17)

Observe nas Figuras (3)(a) e (3)(b), que o espalhamento se mantém simétrico em relacdo a
posicdo z = 10, porém houve uma maior concentragao nesta posi¢cao, com espalhamento redu-
zido em relagdo ao Experimento (2). Esse acontecimento ocorreu devido o fato que C'O; estd
distribuido na mesma regido da populacdo de mosquitos (vide condicdes iniciais (15), (16) e
(17)) e com coeficiente de difusdo menor do que o de mosquitos. E pertinente chamar atenco,
pois embora pareca haver descontinuidade da derivada no ponto x = 10, trata-se apenas de uma
questdo grafica.

Experimento 4 Neste experimento vamos simular a dindmica e espalhamento da populacdo
de mosquitos selvagens e transgénicos na auséncia de C'O,, Consideramos a uma distribui¢do
inicial compostas de mesmas quantidades de mosquitos selvagens e transgénicos homozigotos
sobre uma mesma regido, as demais variedades de mosquitos foram consideradas inicialmente
nulas. Para isso, tomamos as seguintes condigoes iniciais:

sen (ﬂ' <x_—95)) se 9,5 <x<10,5,

wi(z,0) = 10,5—9,5 (18)
0, se 0<x<95 e 10,5 <x <20.
x——9,5 <: <:
us(x, 0) = sen <7T (—10’5_975>> se 9.5 <z <10,5, (19)
0, se 0<x<95 e 10,5 <z <?20.
r—9,5 < <
ug(x, 0) = sen <7T <—1075_975)) se 9.5 <x<10,5, (20)
0, se 0<zx<95 e 10,5 <x <20.
uz(x,0) = uz(x,0) = uy(z,0) =0ev(z,0) =0 (21)
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Figura 4- Dinamica e espalhamento da populagdo de mosquitos selvagens na auséncia de C'O3, com
condicdes iniciais (18), (19), (20) e (21)
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A Figura (4) mostra a dindmica e espalhamento da populacdo de mosquitos selvagens, este
espalhamento se dd pelo processo de difusdo-reacdo ja que nao ha efeito quimiotatico do C'Os.
Comparando a Figura (4) com a Figura (2) podemos perceber uma redugdo significativa da
populacao de mosquitos selvagens, embora tenhamos acrescentado os mosquitos transgénicos
ao invés de substituir parte da populagdo inicial de mosquitos selvagens por estes modificados.

4. CONCLUSOES

No modelo matemético proposto foram contemplados diferentes niveis de quimiotaxia,
proprios a cada uma das populagdes, e representados pelo parametro y;; nas simulagdes numéricas
realizadas foi considerada uma reduc¢do em 50% na capacidade de detec¢ao de C'O, para fémeas
transgénicas homozigotas e heteroalélicas e foi verificada uma atragio ao fluxo de C'O, menos
intensa do que aquela observada nos selvagens e transgénicos heterozigotos. Esse compor-
tamento obtido nas simulacOes estd de acordo com as premissas adotadas na formulagdo do
modelo matematico. Além disso, houve reducao notavel da populacao de mosquitos selvagens
quando esta interagiu com populagdes transgénicas.
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ANTHROPOPHILIC BEHAVIOR STUDY OF WILD AND TRANSGENIC MOSQUITOES

Abstract. The objective of this work is to propose a mathematical model to simulate the disper-
sion of mosquitoes and their control. In particular, the mosquito species selected for the study
development was Aedes aegypti, due to its vector importance in the transmission of the arbo-
virus to humans. The alarming numbers reported by the World Health Organization highlight
diseases such as dengue, yellow fever, chikungunya and zika virus, which has as the main vector
Aedes aegypti. Innovations in vector control, such as the introduction of genetically modified
mosquitoes, present a new perspective on vector control and, consequently, a reduction in the
number of infections. In order to guarantee safety, economy, and efficiency, the evaluation of
prevention and control measures can be studied before or during interventions through mathe-
matical models and simulations. Therefore, we propose in this work a mathematical model
described by a system of differential equations of the reaction-diffusion-chemotaxis type that
describes the interaction dynamics between wild and transgenic mosquitoes.

keywords : mathematical model, transgenic mosquitoes, genetic modification, Aedes aegypti
control.
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