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Resumo. Neste trabalho apresenta-se uma abordagem de solugdo hibrida analitico-numérica
com a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT) para solugdo de um problema
bidimensional transiente de emissdo instantdnea de sedimentos ndo-coesivos. Foram aplicados
filtros analiticos para homogeneizar os contornos e melhorar a convergéncia. A equacdo foi
transformada em um sistema acoplado de equacoes diferenciais parciais unidimensional, que
foi resolvido numericamente empregando recursos do Software Wolfram Mathematica® 10. Os
resultados sdo comparados com dados experimentais disponiveis e indicam a viabilidade da
solucdo deste problema por meio da GITT, o que leva a ganhos computacionais importantes.
Para o problema de identificacdo de pardmetros de dispersdo e de transporte, no modelo 2D
de adveccdo-dispersao, é utilizado o método de Monte Carlo com Cadeias de Markov, e que
apresenta resultados satisfatorios.

Palavras-chave: Simulacdo Ambiental, Transporte de Sedimentos, GITT, Problemas Inversos.

1. INTRODUCAO

E observada uma preocupacio crescente com o aumento da concentracio de poluentes em
corpos d’ agua, a qual se originou principalmente pelo crescimento industrial e populacional
desordenado. O movimento de sedimentos e de poluentes representa um dos problemas mais
comuns enfrentados pela populagdo mundial, e por isso o conhecimento e a caracterizagdao do
comportamento dos sedimentos em meio hidrico se tornam essenciais para a prote¢cdo do meio
ambiente, manuten¢ao dos canais de navegacao, constru¢ao de obras hidraulicas, bem commo
conservacao do solo e dos recursos hidricos disponiveis. Na busca por solucdes eficientes para
esses problemas ambientais, modelos de transporte de poluentes, incluindo ai sedimentos em
suspensao, estdo sendo cada vez mais utilizados para previsao e estimativa do comportamento
de plumas de contaminantes em corpos hidricos (Souza, 2010).
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Recentemente tem sido grande o esfor¢o de pesquisas voltadas para modelagem de fendmenos
de transporte e dispersdo de sedimentos em escoamentos naturais. Por exemplo, trabalhos de-
senvolvidos por Fan et al. (2015) e Guerrero et al. (2013) mostram que modelos analiticos e
numéricos podem ser usados para representar os processos de adveccao-dispersdao que regem
o transporte de poluentes em rios. Por outro lado, simplificacdes, premissas e estimativas de
parametros presentes nestes modelos resultam em vérias incertezas dentro do processo de mo-
delagem. Neste contexto, torna-se necessdria a exploracao dessas incertezas, que sao devidas a
simplificacdo da equacdo de adveccao-dispersao e aos parametros geralmente estimados empi-
ricamente, como os coeficientes de dispersao.

Dentre as diferentes metodologias que surgiram para combinar a flexibilidade dos métodos
numéricos com a robustez dos métodos analiticos destaca-se a técnica da Transformada Integral
Generalizada - GITT (Generalized Integral Transform Technique) que é um método hibrido
muito utilizado na solucdo de diversos problemas de escoamento e transferéncia de calor por
meio do método de transformagdes integrais (Cotta, 1993; Souza et al., 2016).

Neste trabalho € realizada a estimacdo de parametros hidrodindmicos e de transporte uti-
lizando inferéncia Bayesiana e uma solucao hibrida do modelo 2D-vertical de transporte de
sedimentos ndo-coesivos empregando a GITT e a plataforma Wolfram Mathematica®.

2. PROBLEMA DIRETO

O transporte e a dispersdo de sedimentos em cursos d’agua naturais podem ser descritos
por um modelo bidimensional expresso por uma equacgado diferencial parcial, conhecida como
equacgao de adveccdo-dispersao, deduzida a partir de um balango de massa, onde os fluxos sao
regidos pela lei de Fick. A Figura 1, a seguir, ilustra a geometria do problema abordado neste
trabalho.

Figura 1- Dominio de interesse.

1<

A concentracdo de sedimentos nao-coesivos para cada classe granulométrica pode ser re-
presentada pela seguinte equacdo de adveccado-dispersdao, com adi¢do do termo de velocidade
de queda da particula de sedimento, e respectivas condi¢des de contorno e inicial (Pinto et al.,
2012; Rijn, 1986):

oC (x, z,t)

2 2
- oC (x, z,t) oC (x, z,t) D 0°C(x, z,t) D 0°C(x, z,t)
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0<z<L, 0<z<L. t>0 (1a)
C(0,2,t) = Co+ Go(z — z0,t —ty), 0<z<L, t>0 (1b)
L, 2t
00ULe2t) _ o <<l t50 (1¢)
ox
L.t
WSC’(x,LZ,t)—i—DZW:O, 0<z<Ly,, ¢>0 (1d)
z
t
Wsca+D2%:D—E, 0<z<L, t>0 (le)
C(r,2z,0)=Cy, 0<z<L, 0<z<L, t=0 (1f)

onde U (z) representa a velocidade do escoamento na dire¢do x, W é a velocidade de queda da
particula de sedimento, D, e D, sdo os coeficientes de dispersdo da concentracao longitudinal
e vertical, respectivamente, L, e L, sdo os comprimentos longitudinal e vertical do dominio de
interesse, Cjy € a concentracdo natural de sedimentos que entra no dominio de célculo, 9., € a
funcao delta de Dirac, sendo G a quantidade de massa de sedimentos por unidade de largura
do dominio emitida na posicdo z = 0, z = 2z, e no instante t = t,3, C; é a concentragao
inicial de sedimentos ao longo de todo o dominio, C, é uma concentragao de referéncia no leito
do escoamento em condicdes de equilibrio, e D e £ sdo os fluxos de deposi¢do e erosao de
sedimentos, respectivamente.

A velocidade longitudinal (U(z)) pode ser determinada considerando um perfil logaritmico
proveniente da lei da parede, dado pela expressao:

u(z) = Zin(2) 2)
K 21
sendo k = 0, 4 a constante de von Karman, z; uma constante correspondente a camada desde o
leito onde a velocidade € nula, e u, = \/7/p é a velocidade de atrito junto ao fundo, sendo 7 a
tensao de cisalhamento entre as camadas de fluido e p a massa especifica da dgua.

Para o problema apresentado foi proposta uma solucdo de filtro analitica para remover as
informacdes dos termos fonte presentes nas condicdes de contorno na dire¢do z, de forma a
acelerar a convergéncia das expansdes em autofungdes do problema de autovalor. Desta forma,
considerou-se que o campo de concentragdes C'(x, z,t) da solugdo desejada possa ser represen-
tado pela soma de um potencial filtrado e uma funcao filtro, conforme apresentado a seguir:

Clx,z,t) = Cp(z) + C*(x, 2, 1) 3)

onde C*(z, z,t) € a solugdo do problema filtrado obtida através da técnica GITT, como uma
expansdo em autofungdes, e C'¢(z) € a solugdo filtro proposta.

A funcdo C((z) é encontrada por meio do seguinte problema de filtragem homogéneo de
segunda ordem, obtido derivando a Equacao (3) e substituindo nas Equacoes (1a)-(1f):

0Cs(z) . 0*Cy(2)
Wy =P (42)
W.CH(L.) + Dzacg—(fz) 0 (4b)
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aC(0)
0z

W.C, + D, —D-E (4c)

O Sistema (4a)-(4c) € resolvido analiticamente, apresentando solucdo dada pela seguinte ex-
pressdo:

C(z) = : 5)

2.1 Problema de Autovalor e Problema Transformado

A solu¢@o do problema filtrado € obtida por um esquema de transformacao parcial, ape-
nas na direcao transversal, resultando em um problema transformado formado por um sistema
de equacgdes diferenciais parciais unidimensional. Em consequéncia, o seguinte problema de
autovalor do tipo Sturm-Liouville associado é proposto:

d*;
D, ZZD( )+62wz( )=0 (6a)
(L D—=0=——7—"-+ b
Wsthi(L.) + D. 7 0 7 (6b)
O problema apresentado permite definir o seguinte par de transformacao integral:
Lz
Ci(z,t) = /Ji(z)C*(x,z,t)dz (transformada) (7a)
0
(x,z,1) sz (inversa) (7b)

L. _
216) sdo as autofungdes normalizadas com N; = [ 1(z)%dz.

\ Nz 0

L. _
Aplica-se entdo o operador [ 1);(z)(.)dz no problema filtrado, para obter o seguinte pro-
0
blema transformado, com respectivas condicoes inicial e de contorno:

onde ¥(z) =

L, —~
aa(x,t) — = ~ dpi(z)
TP / B eyt V=18 3Ty [ )2 e =

_ (92(?)3(j t) 82T (x, 1) (82)
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L,
Cila,0) = [ 6@ = €yl (8b)
0
L,
C;(0,t) = /@ZZ’(Z)(C[) + G, — Cp(2))dz (8c)
0
Ox =0 e

O sistema fgmado pelas Equagdes (8a)-(8d) € resolvido numericamente para os potenciais
transformados C;(z, t), de modo que a férmula de inversdo, Equagdo (7b), pode ser empregada
para obtencdo da solugdo para o potencial filtrado, C*(x, z, t).

3. Problema Inverso

A estimacao de parametros por meio da técnica de problemas inversos consiste na minimizagao
de uma func¢do objetivo que compara a resposta obtida pela solu¢do do problema direto com a
resposta observada pelos dados experimentais. Para isso, a partir de uma dada métrica, formula-
se o problema de tal maneira que se possa estimar um conjunto de parametros que melhor se
ajustam ao conjunto de valores medidos de entrada e saida (Silva Neto et al., 2016).

Nesta secdo sdo apresentados os fundamentos tedricos para a solucao do problema inverso
de acordo com a abordagem Bayesiana, com a descricio do método de Monte Carlo via Ca-
deias de Markov (MCMC) para estimagdo de parametros dispersivos e de transporte presentes
no problema original. De fato, devido a complexidade de medi¢do dessas varidveis, buscou-se
na andlise do problema inverso a identificacdo dos parametros D,, D,, Wy e u,, os quais tém
grande influéncia no perfil de concentracdo de sedimentos e de contaminantes do modelo bi-
dimensional (2DV) apresentado na secdo anterior. Aliado a isso, considerou-se condi¢des de
fronteira realistas na superficie livre e no fundo do escoamento, onde os mecanismos de trans-
porte e a dindmica do fluxo sedimentar sdo mais complexas e, em geral, ndo sao abordadas por
grande parte das simplificacdes encontradas na comunidade cientifica, e que desprezam a carga
de sedimentos transportados junto ao leito (Pinto et al., 2012; Rijn, 1986).

3.1 Inferéncia Bayesiana

No tratamento de problemas inversos surgem diferentes fatores que contribuem para as in-
certezas na identificagdo de parametros que podem ser consideradas e contornadas ao se em-
pregar a abordagem Bayesiana, onde os pardmetros sdo analisados como varidveis aleatorias.
As vantagens desta abordagem sdo a possibilidade de incluir informagdes a priori e incorporé-
las em um contexto formal de decisdo, bem como o tratamento explicito das incertezas e a
habilidade de assimilar novas informag¢des em contextos adaptativos (Costa, 2004).

A solucao do problema inverso pela abordagem Bayesiana consiste em se obter a probabili-
dade a posteriori (P,os(8|Z.)), com o emprego do teorema de Bayes, tal que:

Ppost(B|Ze) = P(Ze|:6)PPT(/6)/P(Ze) (9)

onde P,.(3) é a densidade de probabilidade a priori para os parametros 3, P(Z.) é a fungdo de
densidade de probabilidade marginal e P(Z,|3) é a verossimilhanga obtida pela Equagao (10),
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que descreve a probabilidade de se encontrar os dados experimentais Z ., sabendo a resposta real
e desconhecida do problema fisico (Z(/3)) e a variincia (V') dos dados experimentais (Schwaab,
2007):

P(Z.|B) = L - l(ze -zZM'vYz,-2zm (10)

Jdeviene P72
onde n, representa o nimero de dados experimentais considerados no problema.

Em problemas mais complexos a informagdo a priori nem sempre pode ser representada
por uma distribuicdo normal ou mesmo uniforme, o que torna muito complicada a obtengao
de uma distribui¢do de probabilidade a posteriori. Nesses casos € necessario o emprego de
técnicas de amostragem para simular as amostras de distribui¢io a posteriori e inferir medidas
de tendéncia central e de dispersao desta distribuicdo (Kaipio e Somersalo, 2005). Dentre essas
técnicas de amostragem destaca-se o método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC).
A ideia essencial do MCMC € simular uma sequéncia aleatéria de distribuicdes a posteriori
convergente para uma distribui¢do estaciondria e de interesse do problema inverso.

4. Resultados

Para a andlise e comprovacgdo da efetividade dos métodos de solu¢ao do problema direto e
inverso foram considerados um dominio contendo L, = 200m de comprimento por L, = 1m
de profundidade, e os seguintes valores Cy = 50mg/l, C; = Omg/Il, C, = 100mg/l, D — E =
0,1kg/m?s, G = 50kg 2 = 1m e t; = 50s.

Para a solugdo do problema direto foram considerados os valores W, = 0,0065m/s, u, =
0,15m/s, € coeficientes de dispersio D, = 0,25m?/s e D, = 0,006m?/s obtidos pelas
formulas empiricas estabelecidas, respectivamente, por Fischer et al. (1979) e Elder (1959).

Observou-se pelos resultados a convergéncia da solucdo a medida que se aumenta a ordem
de truncamento (/V) da série na Equacdo (6b), de modo a atender o nivel de precisdo desejado
para a solu¢dao e manter o minimo esforco computacional. Para a convergéncia até pelo menos
dois digitos significativos, 5 termos da série foram suficientes.

Como o principal objetivo deste trabalho € a obtencao da solucao do problema inverso de
identificacdo de parametros dispersivos e de transporte, a primeira etapa consistiu em reali-
zar uma anélise de sensibilidade para estudar o efeito que a variagdo destes parametros pode
ocasionar nos resultados. Esta andlise contribui significativamente na formulacao e solu¢ao de
problemas inversos, pois permite, entre outras coisas, a escolha de dados experimentais que
resultem em melhores estimativas para os parametros de interesse (Beck, 1985).

Na Figura 2 sdo apresentadas as curvas para cada coeficiente de sensibilidade obtidas nu-
mericamente através de uma aproximacao por diferencas finitas centradas, considerando a ex-
pressio X; = [,;,(C(8; + €¢;) — C(B; — €;))/2¢;, com uma pequena variagdo ¢; para cada
parametro desconhecido j. Sao mostradas duas posi¢des longitudinais onde foram encontra-
das as maiores variacoes de sensibilidade dos parametros, em * = 30m e z = 100m, que
ocorreram nos primeiros 250 segundos. Diante disso, para a andlise do problema inverso, fo-
ram gerados dados experimentais sintéticos até 250 segundos com intervalo de 2 segundos,
considerando-se erros aditivos de uma distribuicao normal com média zero e desvio padrio de
5% da concentragao de pico.

Observa-se também pela andlise dos graficos que os coeficientes de sensibilidade foram
maiores para os parametros u, € W, enquanto que para os parametros de dispersdao D, e D,
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Figura 2- Coeficientes de sensibilidade normalizados para os parametros D, D, u, e Wj.

observou-se uma menor sensibilidade. Baixos valores de sensibilidade podem causar uma im-
possibilidade de identificacdo de parametros na andlise inversa. Na tentativa de amenizar esse
problema foi utilizada uma priori informativa para o parametro D, segundo uma distribui¢ao
normal com médias 0,25 m? /s e desvio padrdo de 20% dessa média.

Os dados experimentais sintéticos transientes de concentracdo foram gerados utilizando os
valores dos parametros assumidos como exatos € um sensor localizado na posicao x = 30 m
e z = 1,0 m. A essas medidas foram adicionados ruidos aleatdrios segundo uma distribui¢ao
normal com média zero e desvio padrdo conhecido (o.), conforme apresentado na Equacao
(11), a seguir:

Cei == Oi(/gexato) + 03, g; ~ N(Oaae)a Z = 17 - Te. (11)

onde n, representa o nimero de dados experimentais.

Os resultados do MCMC estao apresentados na Figura 3, onde observa-se os valores exatos
dos parametros na linha vermelha, os histogramas e a convergéncia das cadeias de Markov. Os
10.000 estados iniciais foram descartados, por constituirem a fase de aquecimento (Burn-in)
do processo. Das amostras restantes analisadas houve uma taxa de aceitacao em torno de 16%
empregando um ruido de 5% aos dados experimentais.
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Figura 3- Evolucao das Cadeias de Markov.

Observa-se pela Tabela 1 que os coeficientes de variagdo dos parametros D, e D, se mostra-
ram maiores ao serem comparados aos demais parametros. Observa-se também que a distribui¢ao
a posteriori do parametro u, foi melhor amostrada. Isso se deve ao fato de que esse parametro
apresentou uma maior sensibilidade observada em todo o dominio.

Tabela 1- Propriedades Estatisticas dos pardmetros utilizando ruido de .=30,0 mg/I

Parametro Exato 1" o o/ (%) I.C. (95%)
D, 0,25 0,259674 0,010557 40,654 [0,214480,0,346237]
D, 0,006 0,005998 0,000979 16,322 [0,003487;0,007645]
Uy 0,15 0,149850 0,003370 2,248  [0,139875;0,154323]
W 0,0065 0,006171 0,000276 4,472  [0,005397; 0,006573]
T.aceitacdo (%) 16,05
RMS (mg/l) 1,2531

Além disso, os valores médios dos parametros obtidos pelo MCMC e o baixo valor do
RMS encontrados demonstram um bom ajuste aos dados experimentais sintéticos empregados
na andlise inversa, conforme apresentado na Figura 4.
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Figura 4- Comparacdo entre a concentracio calculada apds solucdo do problema inverso e os dados
experimentais

e Exp

C (mg/l)

— Calc

5. Conclusoes

A metodologia utilizada para a andlise inversa permitiu recuperar parametros, em geral de
dificil medicao, possibilitando a observacao de comportamentos esperados para a concentracao
de sedimentos nao-coesivos em corpos d’4gua naturais. O método de Monte Carlo com cadeias
de Markov se mostrou eficaz para resolver o problema de identificacdo de pardmetros disper-
sivos e de transporte, abordado neste trabalho, com tempo médio de execucdo de aproximada-
mente 09 horas em um computador com processador Intel Core i17-6700, CPU 3.40 GHz com 16
GB de memoéria RAM. Os resultados obtidos mostraram a evolucao do perfil de concentragcdo
de sedimentos em suspensao, e o decaimento do pico de concentracdao de sedimentos ao longo
do dominio.

A utilizacdo da técnica GITT na solug@o do problema proposto se mostrou eficiente, como
era desejavel para a viabilidade da solucdo do problema inverso. Ainda em relagdo a solucao
do problema direto, observou-se que estratégias hibridas através da técnica GITT apresentaram
um bom potencial para utiliza¢do na solugao de problemas inversos com diversas possibilidades
de aplica¢do. Obviamente para modelos com maior complexidade, o uso da técnica apresenta
maior dificuldade mas, quando adequadamente implementada, proporciona boas aproximacoes
para a solucdo do problema.

Para trabalhos futuros, recomenda-se aplicar a anélise do problema inverso utilizando MCMC
para identificacdo do perfil de velocidade longitudinal presente no termo advectivo, e também
de funcgdes simples que descrevam os fluxos presentes nas condi¢des de contorno da equacgdo
de advecc¢ao-dispersao, principalmente na superficie e no fundo do escoamento.
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INTEGRAL TRANSFORMATION AND BAYESIAN INFERENCE APPLIED TO THE
ESTIMATION OF PARAMETERS IN A MODEL OF INSTANT EMISSION OF
NON-COHESIVE SEDIMENTS

Abstract. In this work we developed an analytical-numerical hybrid solution through the Gene-
ralized Integral Transform technique (GITT) for solving a two-dimensional transient problem of
instantaneous emission of non-cohesive sediments. To accelerate the convergence of the hybrid
solution analytical filtering was applied in order to homogenize the contours, and the equation
was transformed into a coupled system of partial-dimensional differential equations solved nu-
merically employing Wolfram Mathematica 10. The results were compared with the solution
obtained by NDSolve routine, indicating the feasibility of the solution of this problem GITT,
which led to computational gains. For the identification of dispersion and transport parame-
ters, we used Markov Chain Monte Carlo method, which showed results in agreement with the
expected.
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