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Resumo. Neste trabalho sdo consideradas solucdes aproximadas para a equagdo de difusdo
anémala com distribuicdo de fluxo bimodal bidimensional obtidas através do Método de Volu-
mes Finitos e da Técnica da Transformada Integral Generalizada. Os resultados sdo compara-
dos as respectivas solugcoes analiticas e demonstram a boa convergéncia dos métodos para os
casos analisados.

Palavras-chave: Difusdo, Método dos Volumes Finitos, Técnica da Transformada Integral Ge-
neralizadada

1. INTRODUCAO

Fenomenos de difusdo sdo geralmente modelados matematicamente pela cldssica lei de
Fick. No entanto, hd um grande nimero de fenomenos que exibem difusao andmala, ou seja,
que ndo podem ser modelados com precisdo por equagdes de difusdo de segunda ordem. Na
maioria dos casos, tais fenomenos sdo geralmente descritos através de generalizacOes da Lei de
Fick ou através de equacdes diferenciais de ordem fraciondria. Essa ultima abordagem apresenta
aplicacdes relativamente recentes em medicina (Xiao et al., 2015), na modelagem de transporte
de contaminantes de dguas subterraneas (Benson et al., 2000), entre outros casos.

Bevilacqua et al. (2011) apresentaram, a partir de uma abordagem discreta de dinamica
de populacdes, apresentaram uma nova formulacao para o processo de difusao andmala onde
ocorre retencdo tempordria de fluxo. De acordo com esses autores, esse processo pode ser
representado pela seguinte equagao:
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O efeito de retencdo € representado na Eq. (1) pelo termo em que hd a derivada de quarta
ordem. Os coeficientes ky € k4 sdo denominados de coeficiente de difusdo e coeficiente de
reatividade, respectivamente. Nessa nova abordagem, o processo de difusdo estd associado
a dois fluxos, um correspondente a fracdo /3, denominado fluxo primdrio, e o outro a fragao
(1 — ), denominado fluxo secundario, sendo também chamada de equagdo de difusdao com
distribui¢do de fluxo bimodal.

Sob a perspectiva dessa nova abordagem, a Eq. (1) representa o processo de difusdo subme-
tido a distdrbios de fluxo abrangendo aceleracdo, atraso ou estagnacao em fungio dos valores
relativos de ko, (3, k4 e das condigdes de contorno (Bevilacqua et al., 2013).

Alguns trabalhos recentes investigaram a solu¢do numérica desse novo modelo empregando
diferentes métodos, tais como o Método de Diferencas Finitas (Silva, 2013), o Método de Ele-
mentos Finitos (Simas, 2013), o Método de Volumes Finitos (Vasconcellos et al., 2016) e a
Técnica da Transformada Integral Generalizada (Marinho et al., 2015).

Neste artigo s@ao empregados dois métodos distintos, o Método de Volumes Finitos (MVF)
e a Técnica da Transformada Integral Generalizada (GITT), propicia para fins de validagdo,
para a solu¢do da equacdo de difusdo com distribui¢do de fluxo bimodal em duas dimensoes,
apresentada inicialmente por Jiang (2017). Para tanto serd considerada a seguinte equagao:

¢t = F2A¢ - F4A2¢ + g(.ﬁE, Y, t)v Q X [07 tf] (23)

com condig¢do inicial

o(z,y,0) = sen(kmx)sen(kmy) (2b)

sujeita as condi¢des de contorno

p=0, Ap=0, (z,y,t)€0Qx]0,tf] (2¢)

onde I'y = Sko, I'y = B(1 — B)k4, g(z,y,t) € um termo fonte, 2 = [0, 1] x [0, 1] € o dominio
espacial e t € [0, 1],

2. Método de Volumes Finitos

O Método de Volumes Finitos (MVF) é um método utilizado para se obter uma versao
discreta de uma equacdo diferencial a partir da integracdo dessa equagdo em uma regiao, ou
volume de controle, de forma que em cada volume discretizado, sejam obedecidas as leis de
conservagao.

Ap06s a formulagdo do problema, para a obtencao da solu¢do numérica, devem ser seguidos
0s seguintes passos:

e discretizacdo geométrica do dominio: abrange a defini¢do do tipo de malha e do tipo de
volumes que serdo empregados;
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e discretizacdo matemdtica das equagdes: € realizada a integracao das equacoes diferenci-
ais, aplicacdo das aproximac¢des numéricas dos termos resultantes e aplicacao das condicdes

de contorno;

e obtenc¢do da solu¢do numérica.

2.1 Discretizacao Geométrica

No método dos volumes finitos a malha gerada sobre o dominio de cdlculo, consiste em
um conjunto de volumes de controle. A discretizacdo do método pode variar de acordo com o
tipo de malha empregado, quanto a disposi¢do relativa entre as faces e o centro dos volumes e
quanto ao tipo de volume empregado no contorno ou nas fronteiras.
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Figura 1- Discretizagio volumes internos Figura 2- Discretizagio volumes de contorno

As Figuras 1 e 2 ilustram a discretizacdo de uma malha bidimensional estruturada e com
nés centrados, com fronteiras dadas pelos pontos w, e, s € n. Os pontos discretos W e P estao
separados por uma distancia dx e os pontos S e P, por uma distancia Jy.

Neste trabalho, a malha utilizada sera estruturada, uniforme, com nds centrados e com vo-

lumes inteiros para a discretizagdo do contorno.

2.2 Discretizacao Matematica

A discretizagdo matemadtica para 0 MVF consiste na integracdo das equagdes diferenciais
que compdem o modelo matemético sobre os volumes de controle e posterior aproximagao
numérica dos termos resultantes e suas condi¢des de contorno e iniciais, formando um sistema

de equacdes. Inicialmente a Eq. (2a) € reescrita como:

8¢ 29 ¢ ¢ ¢
o =T <—+—2>—F4(@+8—y4)+9($,y,t) 3

A Eq. (3) é integrada sobre cada um dos volumes de controle no dominio do tempo e do
espago:
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///tﬁmaqbdtdydx_/ttﬁm Un/w (rgg?b r4g4¢> dz dy

, \ “)
/ / (F28¢ gf) dydx+/ / g(z,y,t d$dy} dt
A integracdo no espaco do termo entre colchetes da Eq. (4) fornece:
tn+AtL tn+AL a¢ a¢ a3¢ 83¢
[ remas [T (G -5 - (5], 58 e
)
+ | T — | =T ag(b — Az + gi; AzAy| dt
? Gy oy s ! 8353 e s Ji Y

Considerando o valor de ¢ como uniforme no volume de controle, integrando o lado es-
querdo da Eq. (4) dlretamente no espaco, utilizando o teorema fundamental do cdlculo para a
integral no tempo e empregando uma discretizagdo implicita para a aproximagdo de F'(¢(t)),
obtém-se a seguinte equagao:

o — ol

—— (Ardy) = F(e") (©6)

H4 varias formas de se aproximar tanto o fluxo primério quanto o secundério no ambito do
MVE. Como a modelagem do fluxo de reten¢do exige que mais pontos sejam utilizados, visto
que esse fluxo envolve derivadas de terceira ordem, empregar mais pontos também na avaliagao
do fluxo de Fick ndo alteraria a forma da matriz resultante do sistema linear de equacdes envol-
vido na solucao deste problema. Para a modelagem dos fluxos, além do ponto discreto P foram
utilizados mais quatro pontos da direcao x, dois a esquerda (WW e W) e dois a direita (£ e
E'F) e mais quatro pontos na direc¢do y, dois abaixo (5.5 e S) e dois acima (N e NN).

Dessa forma, substituindo as aproximacoes, obtém-se a equacdo geral que pode ser aplicada
em cada um dos volumes de controle:

&P¢n+ _aSS¢nsl =+ &S¢n+1 + aWW¢n +a ¢n+1
(7

aE¢n+1 4 aEE¢n+1 4 aN¢n+1 + aNN¢n+1 + SC

onde

Sc = AzAy (Zt - g"+1> (8)

contém as informagdes da solucao no tempo anterior e do termo fonte.

Ao observar a Fig. 2, que ilustra a os contornos da malha bidimensional, é possivel notar que
nos volumes de contorno nao estdo definidos alguns pontos discretos, como por exemplo, para
o primeiro volume, volume 1, ndo estdo definidos os pontos WW, W, SS e S, para o segundo
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volume, volume 2, ndo estdo definidos os pontos W, SS e S, o que impossibilita escrever a
equagao que descreve tais volumes utilizando a Eq. (7). O mesmo acontece com os demais
volumes nos contornos, sendo necessdria uma nova andlise para determinar as equacdes que 0s
descrevem. As equagdes dos volumes dos contornos foram obtidas fazendo expansdes em série
de Taylor dos pontos discretos disponiveis em torno dos contornos z = 0,z =1,y = 0ey = 1.

No total, para cada condicao de contorno, hd um conjunto de 25 equagdes distintas, uma para
os volumes internos, dada pela Eq. (7), e outras 24 para os diferentes volumes do contorno.

A cada passo de tempo At, os valores da fung¢do ¢ sdo calculados através da resolugao
de um sistema de equgdes algébricas lineares Az = b, no qual a matriz A € uma matriz com
nove diagonais, z € um vetor que guarda as informacdes das posi¢des = e y de cada volume
de controle e b € o vetor com o termo independente, que armazena S¢ e as informacdes das
condig¢des de contorno.

3. Técnica da Transformada Integral Generalizada

O segundo método empregado € a GITT - Técnica da Transformada Integral Generalizada
(Cotta, 1993). A GITT oferece mais flexibilidade no tratamento de problemas nao transfor-
mantes, incluindo, entre outros, a analise de problemas de difusdo nao linear e de convecgao-
difusdo, em comparacdo com a Técnica de Transformacdo Integral Clédssica. Por outro lado,
a GITT mantém o cardter analitico da técnica cléssica, resultando em solugdes que permitem
tolerancias prescritas pelo usudrio e podem ser usadas como resultados de benchmark. Esse
método utilizado em conjunto com a computagao simbdlica permite uma consideravel reducdo
no tempo dispensado com a formulagao matemadtica e analise de dados.

3.1 Solucao via Transformacao Integral

O problema (2) € integralmente transformado ao longo das dire¢des x e y usando as equagdes
de transformada e de inversao:

Fron(t) = / / X (@) V() bl y, )y (%)
S,y t) = D> X(@)Ya(y)o(t) (9b)

As autofungdes X, e Y,, sdo obtidas através da solucdo de um problema auxiliar de auto-
valor conhecido, utilizado em equagdes diferencias de quarta ordem, e que pode ser encontrado
em livros e artigos sobre vibracdes e métodos de resolucdo de EDPs (Matt, 2013):

X, w) =sin | 2 ) VoA y) = sin | 20 (10a,b)
F4 F4

e os autovalores «a;,, € A, sd0 as raizes das equagdes das equacdes trascendentais X, (a,,, z) = 0

e Yn(\,,y) = 0, respectivamente:
ay =maly*, A, = nal)/* (11a,b)
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As autofuncdes normalizadas sdo definidas como:

> Xi(amax) Ve Yn(>\n7 y)
Xl 0) = —F7=—,  Ya(Mn,y) = —F==— 12a,b
(o) = = R Cmt)=—"m. (120
com integrais de normalizacdo:
1
Nm:ani, m,n=20,1,2,...,00 (13)

As somatorias duplas sdo reorganizadas na forma de um somatdério tnico, usando os auto-
valores bidimensionais p? = o2, + A2 em ordem crescente.

Reescrevendo 1@(9:, y) = Xm(m)fn(y) e aplicando o operador fol fol Ui(x,y) dz dy sobre a
Eq. (2a), obtém-se os seguintes sistemas de equagdes acopladas:

do;
dt

+ 1t i(t) BkQZA”qSZ )4+ a(t),  i=1,2,3,... (14a)

Os componentes da matriz A;; sdo definidos por:

—/ / Ui 8%’( d dy+/ / Ui 8%( )d dy (14b)

e o termo fonte € transformado como:

1,1
=/ / (s, x,y)g(w,y,t) do dy (14c)
0 0

Da mesma forma, a condi¢do inicial é também transformada de modo a eliminar a de-
pendénciade z e y:

1
= / D, x,y)p(z, y, 0)da (14d)
0

A solucdo geral do problema é entdo dada por:

d(z,y,t) = Z&(ui,x,y)@(w (15)

onde ¢;(t) é a solugdo do sistema de equagdes dado pelas Eqs.(14a-14d) e nT é a ordem de
truncamento ou o nimero de termos utilizados na expansao.

4. Resultados e Discussoes

O problema em analise foi computacionalmente resolvido utilizando o sistema de computacao
simbélica Mathematica® (Wolfram, 2003) para a solucdo através da Técnica da Transformada
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Integral Generalizada e uma rotina em linguagem C++ para o Método de Volumes Finitos. O al-
goritmo utilizado na solucdo dos sistemas de equagdes lineares resultante do MVF foi o método
Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado (Vandervorst, 1992), no qual ndo se faz necessario o ar-
mazenamento de toda a matriz, mas apenas de suas diagonais, reduzindo possiveis problemas
com memoria € o custo computacional.

Para avaliar o erro entre as solu¢des numéricas e analiticas foram utilizados o erro relativo
€ a norma maxima:

€Erel = ‘|¢exat0 - (baproa:imadoHQ/ H¢exato”2 (163)

“6”00 = max ’¢exat0 - (,bapro:vimado’ (16b)

4.1 Exemplo 1

Considere o problema definido pelas Eqgs.(2a-2c) e na auséncia de termos fontes, ou seja,
g(z,y,t) =0,comk =1, 8=0,2, ks = 1073, ky = 107° e t; = 50. A solugdo exata para este
problema é dada por:

bz, y,t) = 220 (20 gop (1) sen(my) (17)

A Figura 1 abaixo mostra a evolu¢do temporal do erro maximo para o MVF considerando
uma malha uniforme com Ax = Ay = h em funcdo de diferentes valores de . Conforme
esperado, ha uma diminui¢io no erro maximo com o refino da malha espacial.

[1€lle,n Il€ll
1072
0.050 /’
10-3p
10 GITT
0.010} .
1075 e MVF
0.005
1076
107"
- t t
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Figura 3- Evolugdo do erro maximo em fungio do Figura 4- Comparacéo entre o erro maximo utili-
tamanho da malha - MVF, ¢ = 50. zando o MVF e a GITT.

Na Figura 2 € apresentada uma comparacao entre os erros maximos obtidos com a GITT,
utilizando uma ordem de truncamento Ntr = 10 termos, e com o MVE, utilizando uma malha
com 200 volumes em cada direcao, h = 0, 005, e um passo no tempo At = 0, 5.

4.2 Exemplo 2

Considere agora o problema definido pelas Egs.(2a-2¢c) com k = 2, 8 = 0,2, ks = 1071,
ky = 1073, t¢ = 1 na presenca de um termo fonte:
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g(z,y,t) = e'(1 + 8Tym? + 320 7*)sen(2mx)sen(2my) (18)

A solucdo exata para este problema ¢ dada por:

o(x,y,t) = e'sen(2rx)sen(2my)

19)

Nas Figuras a seguir sdo apresentados os perfis das solu¢des numéricas para o exemplo 2,
bem como o comportamento dos erros relativo e absoluto, novamente utilizando uma ordem de
truncamento Ntr = 10 termos para a GITT, h = 0,005 e At = 0,01 no MVE.

Figura 5- Perfil da solucdo numérica utilizando a
GITT comt = 1.

Figura 7- O perfil do erro absoluto entre a solugdo
obtida com a GITT e a solucdo exata, t = 1.

4.3 Exemplo 3

0.2 0.4

Figura 6- Comparagio entre a solugdo numérica
utilizando o MVF e a GITT com y = 0, 3 nos tem-
post=0,1let=1.

Erel

1074 e
107°
1076
107},
.. L) \J ~ e " .~
10-2 ".. ...' ..f.~..'.'".o ®e .o'.-..'o‘ et o e
%o oo e Ce ., %e
10° : °t . GITT
. o MVF
t
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 8- Comparacdo entre o erro relativo utili-
zando o MVF e a GITT.

Considere agora o problema definido pelas Egs.(2a-2c) com k = 1, 8 = 0,2, ky = 1073,
ks = 107°, t; = 5 na presenga de um termo fonte g(z,y,t) = h(z,y)e”", onde h(z,y) é

apresentado na figura a seguir:
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Figura 9- Perfil da fun¢do h(z,y) utilizada no termo fonte.

Nas Figuras a seguir sdo apresentados os perfis das solu¢des numéricas para o exemplo 2
novamente utilizando uma ordem de truncamento Ntr = 40 termos para a GITT, h = 0,005 e

At = 0,05 no MVFE.

1.000

Figura 10- Perfil da solugdo numérica utilizando a

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 11- Comparagéo entre a solugdo numérica
utilizando o MVF e a GITT comy = 0,3,y = 0,6

GITT com t = 5. nos tempost =1let = 5.
Tabela 1- Comparacdo entre as solucdes via GITT e MVF
(x,y) GITT MVF |¢GITT - ¢MVF| GITT MVF |¢GITT - ¢MVF|
t=1 t=25
(0,2;0,6) | 2,16662 2,09091 7,57061 x 1072 | 3,50235 3,29029  2,1206 x 1072
(0,4;0,6) | 2,55823 2,58742 2,91956 x 1072 | 3,86096 3,78727 7,36882 x 1072
(0,6;0,2) | 1,36354 1,32371 3,98302 x 1072 | 1,99197 1,91815 7,3815 x 1072
(0,6;0,4) | 1,67662 1,74412 6,74989 x 1072 | 2,34722 2,34627 9,43284 x 10~*

5. CONCLUSOES

Ao analisar os graficos apresentados, pode-se observar que os resultados obtidos através da
GITT, para os casos analisados, sdo mais acurados do que os obtidos pelo Método de Volumes
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Finitos, demonstrando a propriedade da GITT de ser um método computacional alternativo
particularmente adequado a propdsitos de benchmark (validacao).

Com a solucdo para o modelo bidimensional ja desenvolvida, a préxima etapa deste tra-
balho consiste em estudar a equacdo de difusdo de difusdo apresentada incluindo um termo
de advecc¢do a fim de abrangir uma maior gama de aplicacdes, a andlise do desvio quadratico
médio da equacdo para diferentes conjuntos de parametros, com a finalidade de caracterizar o
comportamento da difusdo, e o emprego dos métodos na solu¢cdo de problemas inversos.
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A COMPARATION BETWEEN FINITE VOLUME SCHEMES AND GENERALIZED
INTEGRAL TRANSFORM TECHNIQUE FOR THE SOLUTION OF A
TWO-DIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION

Resumo. In this work, approximate solutions are considered for the for solving the two-
dimensional bi-flux anomalous diffusion equation by the Finite Volume Method and the Ge-
neralized Integral Transform Technique. The results are compared to their analytical solutions
and demonstrate the good convergence of the methods for the presented cases.
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