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Resumo. Atualmente a extracdo de petroleo e gds sdao problemas abordados numericamente de
forma massiva com o intuito de se obter melhor eficdcia nos procesos de producdo destes com-
postos. Neste contexto, o presente trabalho mostra resultados de aproximagées usando métodos
de elementos finitos mistos hibridos estabilizados aliado a técnicas de p-adaptatividade para o
problema de Darcy. Os resultados numéricos mostram como o método se comporta em meios
heterogéneos ao alcangar aproximagoes de alta ordem. Além disso, é apresentado um indica-
dor de erro baseado em termos de residuos em minimos quadrados que distribuem os graus dos
polindmios de interpolacdo adaptativamente.

Keywords: Problema de Darcy, Elementos finitos, Métodos mistos hibridos, Aproximagoes de
alta ordem, P-adaptatividade

1. INTRODUCAO

Diversos métodos numéricos vem sendo desenvolvidos para aproximar problemas de fluidos
em meios porosos, uma vez que esta grande drea possui aplicagcdes a vida moderna como por
exemplo em projetos de extracdo de petrdleo e gds. O modelo que descreve a hidrodinamica
desses fendmenos pode ser descrito pelo problema de Darcy e as aproximagdes mais utilizadas
sao com métodos de diferencas finitas, volumes finitos ou elementos finitos. Ndao importa qual
a técnica de resolugdo, o custo computacional € sempre importante pois estd relacionado a
precis@ao minima desejada.

As técnicas adaptativas buscam otimizar o uso computacional da aproximagdo possibili-
tando que o método use estratégias de refinamentos apenas em regides de maior necessidade
como € o caso em meios heterogéneos. Os métodos que empregam refinamento da malha sao
conhecidos como adaptatividade do tipo h, por outro lado a adaptatividade p estd relacionada aos
graus dos polindmios de aproximacgao que alcancam alta ordem nas regides criticas do dominio.
Além disso, ambas as técnicas podem ser usadas simultaneamente gerando metodologias de
adaptatividade hp. Referéncias deste tipo de técnica aplicadas em métodos de elementos finitos
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podem ser encontradas nos trabalhos de Chen et al (2016), para problema em meios porosos
fraturados, e de Giorgiani et al (2013) que aplica aproximacdo usando métodos de Galerkin
descontinuo hibridos p-adaptativos em problema de propagacao de ondas.

No presente trabalho, utilizamos uma formulacao de elementos finitos hibridos estabiliza-
das apresentada por Nufiez et al. (2012) para aproximar o problema de Darcy em um meio
poroso bidimensional e estudamos o comportamento de uma abordagem p adaptativa associ-
ada ao método hibrido. Tal abordagem, incorpora iterativamente a distribuicdo automatica a
distribui¢do polinomial a partir de um indicador de erro baseado nos termos de estabilizagao
propostos em Correa & Loula (2008). Estes termos tornam a formulagdo incondicionalmente
estdvel com convergéncia de taxa Otima e sao constituidos de residuos de minimos quadrados
formulados a partir da lei de Darcy, dou balango de massa e do rotacional da Lei de Darcy. A
formulacao hibrida estabilizada utilizada aqui foi uma das contribui¢cdes abordadas em Nuiiez
et al. (2012) e Igreja (2015), onde o multiplicador de Lagrange foi escolhido como o trago da
pressao nas interfaces dos elementos. Este método hibrido se difere do usado para o acopla-
mento Stokes-Darcy apresentado em Igreja & Loula (2018), onde a escolha do multiplicador
de Lagrange € a representacdo do traco da velocidade nas arestas do dominio bidimensional.
Tal escolha necessita de um termo de estabilizacdo multiplicada por uma constante 3, a mag-
nitude desta constante depende do grau do polindmio de aproximagao ocasionando uma difi-
culdade a p-adaptatividade. O estudo sobre as possibilidades de § em formula¢des de métodos
hibridos pode ser encontrada no trabalho Gopalakrishnan et al (2015), que estuda numerica-
mente a propagacao de ondas harmonicas. Uma referéncia completa sobre os métodos hibridos
pode ser encontrada no trabalho de Cockburn et al (2009).

Ao final, resultados numéricos sao apresentados utilizando o método hibrido p-adaptativo
para aproximar problemas em meios porosos heterogéneos, que comprovam a flexiblidade da
metodologia proposta em tratar descontinuidades e distribuir de forma eficiente as ordens poli-
nomiais da estratégia p-adaptativa de forma a obter uma mesma precisdo numérica em todo o
dominio.

Além desta secdo introdutdria, este trabalho apresenta na Secdo 2 o problema modelo de
Darcy e algumas defini¢cdes pertinentes ao método hibrido que € introduzido na Se¢do 3. Na
Secdo 4, é apresentada a estratégia de p-adaptatividade adotada neste trabalho. Na Secao 5,
resultados numéricos empregando o método hibrido p-adaptativo sdo apresentados e discutidos.
Finalmente, na Se¢do 6 sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.

2. PROBLEMA MODELO

Seja 2 C R? um dominio limitado com contorno Lipischitz continuo I' = 9. Podemos
definir o problema de Darcy como:
Encontrar a velocidade u e o potencial hidrdulico o tal que

u=—-KVp em(), ey
diviu) = f em, (2)
u-n=0 sobre . 3)

onde K denota a condutividade hidraulica e f o termo de fonte
Introduzimos abaixo algumas defini¢des necessarias para a introdu¢do dos métodos de ele-
mentos finitos hibridos.
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Seja T, uma particdo regular de elementos finitos definida como
Tr, = {K} := aunido de todos os elementos K

no dominio 2. Para as arestas e dos elementos K definimos os seguintes conjuntos:

En = {e; e € uma aresta de K paratodo K € T}
que denota o conjunto de todas as arestas e¢ de todos os elementos /<,

E) = {e € &,; e é uma aresta interior}
¢ o conjunto das arestas interiores, €
E) ={e € EyecC N}

o conjunto de arestas do bordo de (2.

Assumindo o dominio €2 como um poligono e 7;, uma parti¢ao regular de €2, existe um ¢ > 0
tal que h < ch,, onde h. é o didmetro da aresta e € K e h, o parametro de malha, é o didmetro
do elemento. Para cada aresta e associamos um vetor unitario normal n. e para cada elemento
K associamos um vetor unitario normal ng.

Para introduzir os métodos hibridos, definimos os seguintes espagos de dimensao finita sobre
a particao de 7,

Vi = {vel[l*(Q))vilk € [QEK)]? VK € Th}, 4)
o = {qe L*(V);qlx € Qu(K), VK € Tp}, (5)

onde Q;(K), j = l ou j = m, denota o espago de func¢des polinomiais de grau j associado
a elementos quadrilaterais. Sobre as arestas e € &, introduzimos os espagos de aproximacdes
referentes aos multiplicadores de Lagrange. Neste caso, consideramos duas possibilidades de
espaco de dimensaio finita

h = {,u € L2<5h> : ,u‘e = pn<€)a Ve € 5}?7 /L‘e =0, Ve e 5}?}7 (6)

onde p,,(e) expressa o espago das fungdes polinomiais descontinuas de grau menor ou igual a
n sobre cada aresta e, e para aproximagdes continuas do multiplicador definimos o espago

Ch ={p € C%&n) : ple = pule), Ve € &), pule =0, Ve € 7} (7)

Além disso, definimos o espago de aproximacgao que contempla tanto multiplicadores continuos
quanto descontinuos, como segue

M, € {Dh,Cr}- ®)

3. FORMULACAO MISTA HiBRIDA ESTABILIZADA

Restringimos a forma forte mista do problema de Darcy (Equacdes(1) e (2)) a cada elemento
KeT

u=-KVyp emkK, )
diviu) = f em K (10)
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e incluimos os termos de transmissao entre eles

[u] =0 sobre 52, (11
[l =0 sobre &, (12)

Definindo a resistividade hidratlica A = K™!, a partir das equagdes (9) e (10) podemos
derivar a seguinte formula¢do mista dual no nivel do elemento K € 7p,:

/ Auy, - vydx — / grdivv,dx +/ on(uy - vp)ds =0
K K K

—/ divuhqth:—/ fandx (13)
K K

Somando (13) sobre todos os elementos K &€ 7T, e incluindo o multiplicador de Lagrange,
para impor as condi¢des de transmissdo (11)-(12), definido como o trago da pressdo A\, = pp|e
sobre todas as arestas e € &, obtemos:

Achar [uy, 0n] € VI x Q" e o multiplicador de Lagrange N € W} tal que para todo
[Un, qn) € Vi x Q7 e para todo i € M3

Auy, - vpdx — /qdivv dx
z/K cvidx= 3 [ audive,

KeTh KeTh
+ Z / An(ay, - vy)ds — Z / divuygrdx = — Z / fandx (14)
KeT, 7K KeT, K KeT, VK

Z / (up - ng)upds = 0. (15)
K

KeTh

A equacdo (15) pode ser incluida a partir da relagdo de transmissao (11) e é chamada de equagao
global do multiplicador. Os termos de estabilizagdo de residuos de minimos quadrados relacio-
nados a lei de Darcy, ao balanco de massa e ao rotacional da Lei de Darcy propostos por Correa
& Loula (2008) sao incluidos em (14)-(15), tal que o método denomidado SDHM introduzido
em Nuiiez et al. (2012) pode ser definido como:

Encontrar o par [uy,, ¢p] € Vi x Q7 e o multiplicador de Lagrange A, € M7 tal que, para
todo [vy,,qn] € VL x QM e iy, € MY

Aspum([Un, ©ns Al; [Vas @hs pin]) = Fspanm ([Va, arl), (16)

com

Aspra ([, on, An; Vi, @ in]) = {/ Auy, - vy, dX—/ pn divvy, dx
K K

KeTy,

+/ Ah (Vh~nK) dS—l—/ (uh~nK),uhds
oK oK
- / divuy, ¢, dx + 9, / (divuy,) (divvy) dx
K K
+ 0y / (up, +Vop) - (v + V) dx + 53/ rotuyrotvy, dx] 17)
K K
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Fspr([Va, @) = Y {51/Kf(diVVh) dX—/KthdX]- (18)

KeT,

Os parametros adimensionais de estabilizagdo 4y, do e d3 estdo relacionados as formas resi-
duais do tipo de minimos quadrados definidos no interior de cada elemento K.

4. P-ADAPTATIVIDADE

Buscando encontrar uma estratégia p-adaptativa capaz de capturar de forma eficiente as
variacoes de erro geradas pela aproximagdo do método SDHM, desenvolvemos um indicador
baseado nos residuos de minimos quadrados definidos no elemento K € 7, e no multiplicado
de Lagrange sobre a aresta e € &, onde obtemos dados locais sobre a variacdo das propriedades
do meio e da aproximacgao:

6TTK(g0h, Uy, /\h)2 = / (le u, — f)QdZE
K

+ /(uh+Vgoh)2dx+/(rotuh)2d:v
K

K

+ / h(A\n — on)’ds, VK € Ty, (19)
oK

onde h € inserido com o intuito de balancear a ordem de grandeza do sistema. Os trés primeiros
termos do indicador decorrem naturalmente das estabilizacdes de minimos quadrados locais,
enquanto que o ultimo termo mede o salto na interface dos elementos.

O célculo da expressdo (19) € realizado em cada elemento /i, e avaliado de maneira que
respeite uma tolerncia ¢ pré-estabelecida. Enquanto |errk (@p, un, A\p)| > € a ordem do po-
lindmio que interpola as varaveis locais aumentam em uma unidade ({ =1+ 1em = m + 1).

Sobre as arestas, o grau do polindmio dos multiplicadores n € determinado pela maior ordem
das varidveis locais, ou seja, para dois elementos que compartilham uma aresta, o grau do
polindmio desta aresta esta associado ao maior grau dos dois elementos.

5. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta sec¢do apresentamos resultados numéricos que visam demonstrar a flexibilidade do
método hibrido misto estabilizado proposto (16) utilizando multiplicadores continuos (SDHM-
C) e multiplicadores descontinuos (SDHM-D). Utilizamos a estratégia p—adaptativa, apresen-
tada na Secao 4, com o intuito de obter solucdes precisas e estaveis em dominios que possuem
matrizes porosas heterogéneas. Além disso, o0 método hibrido com a estratégia p—adaptativa €
testada em malhas estruturadas uniformes e ndo-estruturadas. Assim, para um estudo numérico

de convergéncia, consideramos um dominio 2 = [—2.0,2.0] x [—2.0,2.0] a seguinte solugdo
analitica

u, = —2.0mcos(mx)sen(my) (20)

u, = —2.0mcos(mz)cos(my) (1)

¢ = 2.0msin(mz)sin(ry) (22)
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e um quadrado no meio do dominio com a solucao dada por

u, = —n(2.0cos(mx)sen(ny) + sen(wz)cos(my)) (23)
u, = —n(cos(mz)sen(my) + 2.0sen(wz)cos(my)) (24)
¢ = sin(mx)sin(my) (25)

Figura 1- Solug@o analitica

Os parametros utilizados na aproximacio sao 6; = 0.5, 61 = 0.5 e §; = —0.5, a con-
vergéncia alcanga uma ordem méximade m = [ = 6 e n = 6: O método SDHM convergiu para

g —x—uzg 2; —x—uzé
" i o Uy ]
0 1 of 3
5 ¢ N
S af 15 Lk E
< -lE 15 aF E
Sk 12 Tk E
Bl E.
4F 2 4k E
T R I R B

2 2.5 2.4 2.6 2.8

log(neq) log(neq)

Figura 2- Aproximacdo com o método SDHM: multiplicadores continuos a esquerda e descontinuos a
direita

o problema proposto, a comparagdo entre a precisao quando atinge alta ordem com o método de
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multiplicadores de Lagrange continuos com descontinuos mostra suas semelhancas. Embora, o

método com multiplicadores continuos utilize menos graus de liberdade que descontinuos.
Aplicando a técnica de p-adaptatividade proposta, impondo uma tolerancia ¢ = 1073, tes-

tamos a convergéncia para o0 mesmo problema. No método SDHM com multiplicadores des-

E —— U, 7 2? —— U,
F —o— Uy ] E —o— Uy ]
o3 1 1F 3
20; EQ O; E
< F i3S E 1
~ = 1 & C i
~ E 4 = E ]
=-1F 1=-F E
W F 1% e
LS E 12 E
2F 4 2F E
3 S 3
I T P Lo
2 2.5 2.4 2.6 2.8
log(neq) log(neg)

Figura 3- Aproximagao com o método SDHM p-adaptativo: multiplicadores continuos a esquerda e
descontinuos a direita

continuos, grafico da direita da Figura 3, podemos observar um comportamento do erro, entre-
tanto, a distribui¢do polinomial foi idéntica a0 método com multiplicador continuo. Na Figura
4 ressaltamos a configuragcdo que a estratégia p—adaptativa, mostramos a localizacdo a regidao
critica que foi igual em ambos os casos (SDHM-C e SDHM-D). Esta equivaléncia assegura
que o SDHM de multiplicadores continuos alcangou a mesma precisdo com menos graus de

liberdade.

2
- Qs
‘ Qs

05
Q4

- 0
os Qs
A @2

15
Q

2, 1.5 E] 0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 4- Aproximagao com o método SDHM p-adaptativo com variacdo no material do meio poroso

Diante desta configuracdo idéntica para SDHM-C e SDHM-D vamos usar um dominio re-
tangular com um circulo no centro. Faremos com que dentro do circulo o material seja diferente
do restante para que exista graus mais elevados nesta regido. Além disso, usamos uma malha
nao-estruturada para aproximar este meio heterogéneo.
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Figura 5- Dominio bidimensional 2 = [—2.0,2.0] x [-1.0, 1.0] gerado no software GMSH com malha
ndo-estruturada de 1282 elementos

Este experimento numérico mostrou como a técnica p-adaptativa no SDHM-C e SDHM-D
capta a diferenca entre os materiais e amplia a ordem também de acordo com o tamanho do
elemento.
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Figura 6- Trés tltimas iteragdes na evolugdo do processo p—adaptativo e mapa polinomial para o método
SDHM-C em uma malha ndo-estruturada de 1282 elementos.
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Figura 7- Trés dltimas iteragdes na evolucdo do processo p—adaptativo e mapa polinomial para o método
SDHM-C em uma malha nao-estruturada de 1282 elementos.

Os trés mapas da aproximac¢do com o SDHM-D, mostrado na Figura 7, estabelece uma
configuracdo na distribuicdo dos graus de forma semelhante a0 método SDHM-C. Entretanto,
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existe uma melhor dissipa¢ao das ordens mais elevadas que com o SDHM-C. Com esta diferenca
entre os métodos, podemos extrair informacdes de forma mais refinada entre os métodos usa-
dos, isto €, como o ultimo termo do indicador (19) mede o salto na interface dos elementos
diferentemente.

6. CONCLUSOES

Apresentamos neste trabalho um método elementos finitos misto hibrido estabilizado aliado
a uma técnica p—adaptativa com duas opg¢des de escolhas para os multiplicadores de Lagrange
para resolver o problema de Darcy em emios heterogéneos. O uso de interpolacdes de alta
ordem na forma adaptativa para capturar o comportamento do fluxo no meio poroso foi a abor-
dagem principal. Sobre cada elemento e interface aplicamos bases lagrangeanas onde o grau do
polindmio € escolhido através de um estimador de erro que leva em conta o cdlculo do erro da
aproximacao nos elementos e nas arestas.

Realizamos uma série de estudos numéricos buscando comprovar a flexibilidade e precisao
do método proposto e da estratégia p—adaptativa adotada. Os resultados foram obtidos uti-
lizando malhas estruturadas e ndo-estruturadas. O comportamento do método hibrido com o
algoritmo p—adaptativo empregando multiplicadores continuos ou descontinuos se mostraram
bastante semelhantes quando aplicados a malhas estruturadas. Porém, o método com multipli-
cador continuo se mostrou menos custoso nesses casos.

Podemos concluir que o método SDHM p—adaptativo converge para o fendmeno fluxo em
meios poroso. Além disso, se mostra robusto quando as interfaces sdo descontinuas e depen-
dendo do multiplicador de Lagrange, o uso de interfaces continuas pode ser uma boa alternativa
para se obter uma boa precisdao com menor custo computacional.
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