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Resumo. A equacdo de “Korteweg-de Vries” (KdV) é uma EDP de terceira ordem, ndo linear,
dispersiva que modela sistemas ondulatorios conhecidos como ondas solitdrias ou solitons.
Com o intuito de compreender melhor a influéncia do termo dispersivo na KdV, propoem-se
uma linearizacdo, desprezando o seu termo ndo-linear. Simulagées computacionais foram re-
alizadas utilizando métodos explicitos, propostos neste trabalho a partir de métodos explicitos
cldssicos utilizados para equacdo de advec¢do, a fim de comparar a eficiéncia de cada um deles
na obtengdo de uma solugdo aproximada para KdV linearizada. Os esquemas explicitos pro-
postos nesse trabalho se inspiram nos métodos de Euler, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff, bem
difundidos no dmbito dos sistemas hiperbolicos.

Keywords: simulacoes numéricas, equacdo de Korteweg-de Vries linearizada; métodos explicitos.

1. INTRODUCAO

Em 1834, o engenheiro britanico John Scott Russel observou no canal de Eddinburg-Glasgow
uma elevacdo de dgua capaz de viajar por longa distancia em um canal raso, com velocidade
constante sem se dissipar, fendmeno o qual foi batizado de “onda solitaria” (Ablowitz, 2011;
Chalub-Zubelli, 2001). Posteriormente, os holandeses Korteweg e de Vries deduziram, a par-
tir das equacoes de Navier-Stokes, a EDP que modelava o fendmeno observado por Russel. A
versao adimensionalizada desta equagdo passou a ser conhecida como Equacao de Korteweg—de
Vries (KdV), a qual pode ser escrita da seguinte forma:

Up + Uy + Ugypy = 0 . (D

Esta equacdo inclui tanto efeitos dispersivos, oriundos de sua derivada de terceira ordem .,
quanto efeitos ndo-lineares de uu,. Enquanto o termo dispersivo tende a atenuar a oscilagcdo da
solu¢do, o termo nao linear proporciona a formagao de choque, isto €, a perda de continuidade
da solucdo devido a oscilagdes abruptas. Sendo assim, o equilibrio dessas duas “for¢as”opostas
tende a gerar solucdes estdveis, sem descontinuidades.
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Decifrar cada termo da equacdo (1) é compreender melhor os fendmenos fisicos por tras
desses modelo. Nesse sentido, como um primeiro passo, a investigacao da derivada cibica .,
nesse modelo. Desprezando-se o termo nao-linear uu, de (1) e acrescentando um termo fonte,
obtém-se aquela que neste trabalho chamaremos de Equagao de Korteweg—de Vries Linearizada
(Ablowitz, 2011). A saber,

Esta equacdo modela a propagacdo de ondas rasas de dgua e longas ondas de 4gua com pequenas
amplitudes (Ablowitz, 2011). E de se esperar que a falta da ndo-linearidade em (3) faca com
que suas solugdes sejam somente influenciadas pelo carater dispersivo da derivada terceira .,
Esse fato pode ser verificado, por exemplo, utilizando métodos numéricos para determinagao
de uma solu¢@o aproximada para a KdV linearizada. Em particular, o Método de Diferencas
Finitas foi o escolhido neste trabalho para realizar tal verificacao.

O problema modelo adotado, baseado em Teixeira (2011), pode ser escrito como:

(U + Upgw = f V(z,t) € Q= (0,L) x (0,T),
uw(0,t) =u(L,t) =0 , vVt el0,T],
3)
ug(L,t) =0 | Yt e 0,T],
[ u(r,0) =g(x) , Va e [0,L]
onde, f € C°(Q) € o termo fonte, g € C3(0, L) € a condigdo inicial do problema, 7' > 0 e

L >0.

2. METODOLOGIA

Os métodos de diferencas finitas utilizados para estudar a KdV linearizada (3) sao baseados
em métodos cldssicos para a equagao da adveccao. A equacao de adveccgao é a equacao diferen-
cial parcial mais simples para modelar sistemas hiperbdlicos, a qual pode ser escrita da seguinte
forma

u+au, =0, a>0.

Nesse contexto, pode-se destacar trés métodos explicitos de 1-passo: método de Euler,
método de Lax-Friedrichs e método de Lax-Wendroff (Cuminato (2013); LeVeque (2007);
Strikwerda (2004)). Alguns esquemas de diferencas finitas propostos nesse trabalho se ins-
piram nesses trés métodos. Por questdes de conveniéncia, serdo referidos pelos mesmos nomes.
Além desses trés métodos, foi proposto um quarto método que utiliza uma discretizacdo do
termo ., como sugerido em Holden (2015).

A dedugao de cada um dos esquemas de diferencas finitas serd feita a seguir. Em todos os
casos, a malha € construida de forma uniforme.

2.1 Método de Euler explicito — central (EE-C)

O método de Euler consiste em utilizar um esquema progressivo para discretizar a derivada
temporal u;, como mostrado a seguir
n+1 n
dup_ it
ot li At
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O termo da derivada terceira u,,, discretizado com o seguinte esquema central:

OPun Cufy —2udy F2uf ) —upy
ox3li 2Ax3 '

Assim, propde-se um esquema de diferencas finitas para a equacao (3), avaliando o termo
fonte em (z;, t,,), isto é f(x;,t,) = f'. E possivel explicitar o termo do passo n + 1 em fungéo
de todos os outros, do passo n, uma vez que o método € explicito:

At

up ™t =i — AL (“?Jrz — 2wy +2u, — u?ﬂ) + Atf “)

2.2 Método de Euler explicito — Holden (EE-H)

Nesse método, € utilizado o mesmo tipo de discretizacdo do termo u;: um esquema de
derivada progressiva. A diferenca deste para o método anterior estd na discretizacdo da derivada
de terceira ordem. Em Holden (2015) os autores definem os seguintes operadores de diferencas
finitas:

Dap(a) = 45 (plo = Ax) — pla))

Com isso, pode-se compor esses operadores a fim de se obter um operador de descretizacdo
para a derivada terceira:

n n n n
Ui — 3wy + 3w —uy
Ax3

O que nos leva a um novo equema de diferencas finitas para a KdV linearizada:

DiD_u} =

At
ut = = = (= Sul, + 3wl —ull ) + Atf 5)

2.3 Método de Lax-Friedrichs (LF)

O método de Lax-Friedrichs parte do método de Euler explicito e estd fundamentado na
ideia de substituir o termo u;' de (4) pela média aritmética da solu¢do numérica nos pontos
adjacentes (x;41,t,) € (zi_1,tp):

1 At
ut = 2w i ) = ga (W — 2l + 20, — ) + ALF (6)
2.4 Método de Lax-Wendroff (LW)

O método de Lax-Wendroff ¢ deduzido obtendo uma equagao de ordem mais alta a partir da
equacao original:

o,
ot 0x3

0 [ Ou 0 u af 0 [ Ou of 03 o
a(a) = a(f(%t)—@) = E(»’”i%@(@) = E@i%@(f(%t)—%)
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2 3 6
o ey~ T+ 28
o ot O0x3 0z
A ideia por trds dessa manipulagdo € gerar outra relacao entre as derivadas de z e ¢ — além
da equacdo original — e usd-las numa expansdo em série de Taylor para a variavel ¢, truncada
em segunda ordem:

du At? 9%u 5
w(z, ty + At) = u(w, t,) + At— T (i tn) + —— ST —(x;,t,) + O(AY)
Du
w(zy, ty + At) = u(z;, t,) + At(f(a:i,t ) — 93 — (24, tn ))
At? Of 3f O%u 5
S (B @ista) = S5 (w0 ) + 5 (i ta) ) + O(AF)
Pun A2 Oun OBf|n
mH— o — At + AL+ — | = —
W s Al T el TANT T <3tz ax?w)
Discretizando as derivadas de © com esquemas centrais:
up ™t =i — BINE] <Ui+2 = 20Uy + 2y — ui—2>
At 2
+o3s ( —6uly + 15U, 20u?+15u?_1—6uf_2+u?_3>
At? no Pfm
Atfr+ — | =| — == 7
+f+2<8ti 8$3¢) ™

2.5 Termo fonte, condicao inicial e tratamento das condi¢coes de contorno

Em todas simulacdes foram utilizads as seguintes escolhas para a condi¢ao inicial e o termo
fonte:

x(x — L)? 6 —x(x— L) o3
o) = L = R s Gy = T

Uma vez que x; = tAx e t,, = nAt, é possivel discretizar a condi¢ao inicial e o termo fonte da
seguinte forma:

W = gl Vi

i = flztn), Vi,n
ar " 237" 93 .
8%)1 - a_gn]; ; a_f(xutn) G g(ﬂfutn) ) Vi,n

O mesmo pode se feito para as condi¢gdes de Dirichletem v = 0 e x = L:
uy,=uy =0, Vn, xr=L.
E também para a condi¢@o de contorno de Neumann:

Vn

drlr 20z o T gt
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Nas vizinhancas de = 0, mais precisamente em ¢ = 1, nenhum dos esquemas propostos
possui validade. Sendo assim, € necessério o uso de um esquema auxiliar nessa regido para que
a solucdo numérica seja obtida:

At
2Ax3

=l — (—u2+6u§ —12u5 +10uy —3ug> +Atf' {EEC/EEH/LF/LW}
Esse esquema pode ser usado juntamente com todos os métodos propostos. Entretanto, no caso
do Método de Lax-Wendroff, o esquema auxiliar precisa ser utilizado também em ¢ = 2: o
esquema de Lax-Wendroff possui o maior esténcil entre todos os métodos estudados. Em vista

disso, a necessidade do uso do esquema auxiliar em mais de um ponto.

At
uh ™ =l — (—u?+6u2—12u§+10u§—3u?>+Atf2" {LW}
2Ax3
Por outro lado, nas vizinhancas de x = L, apenas Lax-Wendroff ndo pode ser utilizado em
1 = I — 2, pelo mesmo motivo explicado no caso de ¢+ = 2. Portanto, é necessario o uso de outro

esquema auxiliar. Nesse caso, aplica-se o0 Método de Euler explicito — central para esse ponto:

At
2A 3

n+l _ n
Up_ o9 = Uf o9 —

(uf = 2uf s 420 — ) + At {LW)

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Para ilustrar o cardter dispersivo da derivada u,,,, comecamos mostrando, na Figura 1,
o comportamento da solu¢do analitica ao longo do tempo. Uma carateristica importante da
solucdo exata, que serd discutida posteriormente, é o fato de estar mais “concentrada” na pri-
meira metade do intervalo [0, L. Vale destacar que, ndo s a solucdo analitica, como todas as

Solugéo analitica ao longo do intervalo [0,1]

t=0,00

0.14

0.12 +

0.1

= 0.08 -

0.06 —

0.04 H

0.02 H

Figura 1- Solu¢do analitica em instantes de tempo distintos.

simulag¢des numéricas utilizaram uma base de particao do intervalo [0, 1] com 100 pontos, isto
é, Ax = 0, 01. Foi escolhido, a principio, uma relagio de At = Az3, ou seja, At = 0,000001.

A solu¢ao numérica obtida a partir do método de EE-C apresentou boa concordancia com
a solucdo exata até 10 iteracdes, como mostra a Figura 2(a). A partir dai, uma instabilidade
se inicia nas proximidades da fronteira z = 1 e com 15 iteracOes essa instabilidade ja é bem
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pronunciada na regido, como mostra a Figura 2(c). Com 100 iteracdes, percebe-se que a ins-
tabilidade evolui e o erro global ja se tornou extremamente grande, assim como observado na

Figura 2(e).

Solugao ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.000005

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.000005

0.16 0.16
Solugao exata Solugéo exata
O O O Central O O O Holden
0.14 0.14
0.12 0.12
014 0.1 4
> 0.08 o > 0.08 o
0.06 0.06
0.04 0.04 4
0.02 0.02
o T T T T T T T T T o T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
(a) EE-C (b) EE-H
Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.000015 Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.000008
0.16 0.16

Solugo exata
O O O Central

0.14

0.12

0.1 4

Solugao exata
0 © OHolden

0.08 0.08 -
0.06 0.06
> Bl
0.04 0.04 o
0.02 - 0.02 -
0+ 0+
~0.02 ° -0.02 .
004 ° 0.04 ©
— 5 —
o
-0.06 T T T T T T T T T -0.06 T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
(c) EE-C (d) EE-H
Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001 Solugao ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001
4635 8675
Solugao exata Solugéo exata
|O—0—0 Central (O—O—0 Holden
3e35 | 6675
2e35 | 4e75 o
1e35 2675 Eﬁ h
5 0600 —EIOIEIIOIIAINX 1eectecarcs H S 0e00 —IOIIOTIRS QRXK ﬁﬁs("7%Q;zuxrmmrrrmnrrmnrrrz
E i M!ﬂ !!M
~1e35 - 2675
2035 - ~4e75
—-3e35 —6e75
~4e35 T T T T T T T T T -8e75 T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
(e) EE-C (f) EE-H

Figura 2- (a) e (b) Boa concordancia exata dos métodos de EE-C e EE-H com a solucdo exata. (b) e
(c) Formacdo de instabilidades na extremidade x = 1 do intervalo. (e) e (f) Evolucdo da instabilidade
oriunda de x = 1.
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O método de EE-H concorda bem com a solucdo exata s6 até a quinta iteracdo, a partir
dai, assim como ocorreu com EE-C, aparecem instabilidades em z = 1, como mostrado nas
Figuras 2(b) e 2(d). O método EE-H apresenta um crescimento do erro global maior ainda do
que EE-C, pois para um mesmo numero de iteragdes (n = 100) seu erro € de uma ordem de
grandeza mais alta que EE-C, como pode ser visto na Figura 2(f). Além disso, verifica-se o
transporte da instabilidade de x = 1 no sentido de decrescimento do eixo x.

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.00001 Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001
0.16 5e35
Solugio exata Solugdo exata
014 4 Lax-Friedrichs 4635 Lax-Friedrichs

012 4 3e35 -

2035

1635
0.08 -

> o S 0e00 o Rt oes

0.06 4 X
/ 9 ~1e35 -

0.04 -
—2e35 -

0.02

ks -3e35 -

0 \ -4e35
-0.02 T T T T T T T T T —5e35 T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X
Solug&o ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.000004 Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001
0.16 2.5e140
Solugo exata Solugéo exata
0.14 4 O O O Lax-Wendroff 2140 - |0—0—0 Lax-Wendroff 00,
o o
0.12 o 1.5e140 o
014 1e140
0.08 o 50139 H ﬂ EE
> 006 4 5 0e00 <nmmmmmm§’§§&ﬂfxﬁl !Kg’m
0.04 o -5e139 o lﬂy\ Q
0.02 4 ~1e140 o
o
0+ -1.5e140
o o
—-0.02 ° —2¢140 - 040
-0.04 T T T T T T T T T -2.5e140 T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X X

Figura 3- (a) e (c¢) Formacao de instabilidades na extremidade « = 1 do intervalo. (b) e (d) Evolu¢ao da
instabilidade oriunda de x = 1.

J4 o método LF, apresenta um comportamente inicial similar ao EE-H, porém, para 100
iteragdes, possui um erro na mesma ordem de grandeza do erro de EE-C ( Figura 3(a)). Dife-
rente dos demais métodos, o método LF apresenta um leve erro nas proximidades da fronteira
x = 0 a partir de 10 iteragdes, como mostra a Figura 3(a). Finalmente, o método de LW da
sinais de instabilidades com pouquissimas iteragcdes e seu erro evolui abruptamente, atingindo
valores absolutos altissimos, como pode ser observado nas Figuras 3(c) e 3(d).

Uma alternativa € utilizar uma discretizacao temporal mais refinada, isto é, reduzir o valor
de At. Em particular, utilizando uma relagio de At = Az*. Com essa escolha, todos os
métodos sofrem uma melhoria em suas eficiéncia. A solu¢do numérica obtida a partir de cada
um dos métodos mantém o erro global limitado e estavel por intervalos de tempo maiores do
que aqueles observados quando At = Ax®, como verifica-se nas Figuras 4 € 5 obtendo boas
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solu¢des numérica em instantes de tempo mais avangados.

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001 Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001
4e35 0.16
Solugdo exata Solugéo exata

0—0—O0 Central O O O Central
3635 o 0.14

235 4 0.12

1e35 0.1 4

k{ > 008 4
L% 0.06

0.04

0800 ~{IITTOOIOIIIY

u

~1e35

-2e35 4

~3e35 0.02

—4e35 T T T T T T T T T o T T T T T T T T T

(a) At = A3 (b) At = Az?

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001 Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001
8e75 0.16
Solugao exata

Solugéo exata
O O O Holden

6e75 o 0.14

4675

0.12

2e75 4 0.1

u
o
g
2
8
s

> 008

0.06

~4e75

0.04

-6e75 0.02

8675 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T

(c) At = Az3 (d) At = Az*
Figura 4- (a) e (c) Presenca de instabilidade. (b) e (d) Solu¢do numérica em acordo com a solucdo exata.

O método que teve o melhor desempenho foi EE-H. Com ele € possivel integrar a equacao
det = 0 até t = 0,005, como ilustra a Figura 6.

Uma caracteristica comum a todos os métodos, em ambas as malhas, é o surgimento de
uma instabilidade oriunda da fronteira x = 1, o que evidencia a mé influéncia da condi¢dao de
contorno de Neumann sobre a solu¢do numérica. Tal efeito evolui e se propaga para o interior
do dominio desestabilizando a solugao.

4. CONCLUSAO

A principal limitacdo pertinente aos quatro métodos explicitos € a dependéncia de uma ma-
lha muito refinada para obten¢ao de bons resultados de integracao. Todos os métodos oferecem
uma margem muito estreira entre o instante inicial e o instante em que instabilidades comeg¢am
a surgir. Ou seja, por mais refinada que seja a malha, é bem provavel que o erro de todos os
métodos comece a se descontrolar bem antes de ¢ = 1. Uma possivel solucdo a ser experimen-
tada € a utilizacdo de métodos implicitos em Diferencgas Finitas.

Outro fator, que agrava mais ainda o primeiro, € a grande influéncia que as condicdes de
contorno — sobretudo as condi¢des de contorno impostas em x = 1 — exercem sobre os demais
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Solugao ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.00005

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.00005

Solugao exata
O Lax-Friedrichs

(b) At = Az?

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001

514 0.16
olugéo exata
se14 4 [0 O Lax-Friedrichs
0.14 -
3e14
0.12 -
2e14 o
0.1
1e14 o
S 0e00 > 008
~tet4
0.06
~2e14 A
0.04
~3et4 o
0.02 -
—de14 4
-5e14 T T T T T T T T T 0 ==
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0
X
(a) At = Az
Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.0001
2.5¢140 45013
Solugao exata Solugéo exata
26140 | [0—0—0 Lax-Wendroff ° 413 -| |[0—0—0 Lax-Wendroff
o o i
150140 -| ° 3.5e13
3613
1e140 o
25013 -
50139 ‘6 H
K K 2013 -|
S 0e00 fmmnmmmm%‘?o%gfxﬁ fm 5
M! M 1.5e13 -
50139
1e13
~1e140 4
5012
~1.5¢140 o ° 0200
o o
-2e140 4 00 ~5e12
-2.5e140 T T T T T T T T T -tet3 T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 0.1 02
X
(c) At = Az

Figura 5- (a) e
bilidades.

0.16

Solugéo ao longo do intervalo [0,1] em t = 0.005

d) At = Az?

(c) Formacdo de instabilidades proveninente das fronteiras. (b) e (d) Evolugdo das insta-

0.14 4

0.12 4

> 0.08 4

0.06 4

0.04 4

0.02 4

Solugdo exata
© O  OHolden

Figura 6- Solu¢do numérica via método EE-H com 500000 iteracdes apresentando excelente resultando

no instante ¢ = 0.005.

pontos da malha. As instabilidades surgem nas fronteiras e se propagam “para dentro” do
dominio da solu¢do. Nesse sentido, deve-se procurar maneiras melhores de realizar o tratamento
das condi¢des de contorno de forma a reduzir essa interferéncia.
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NUMERICAL SIMULATION OF EXPLICIT METHODS FOR THE LINEARIZED
KORTEWEG-DE VRIES EQUATION

Abstract. The Korteweg-de Vries (KdV) equation is a nonlinear third PDE which models wave
systems known as solitary waves or solitons. In order to understand the influence of the dis-
persive term on the KdV, we propose the linearization of KdV, despising its nonlinear term.
Furthermore, the computational simulations were constructed using classical explicit methods
of the advection equation comparing the efficiency of each of them at reaching a linearized KdV
approximate solution. The explicit schemes proposed in this work are inspired by the Euler,
Lax-Friedrichs and Lax-Wendroff methods, well-known in hyperbolic systems.

Keywords: numerical simulations; linearized Korteweg-de-Vries equation; explicit methods.
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