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Resumo. O desenvolvimento de modelos matemdticos e computacionais para a simulagcdo de
escoamento de fluidos em meios porosos é de grande interesse em diversos campos da enge-
nharia e ciéncias aplicadas como na exploracdo de reservatorios. A injecdo de tracador é
um exemplo de problema nessa drea sendo um processo que permite obter informagoes sobre
as caracteristicas do reservatorio. Em geral o tracador injetado ndo interfere nas proprie-
dades do fluido que ali reside o que leva a um problema de escoamento de fluido miscivel
incompressivel. Esse processo pode ser descrito matematicamente por um sistema de equagoes
diferenciais parciais, formado por um subsistema para velocidade e pressdo, composto pela
conservag¢do de massa e a lei de Darcy, e por uma equagdo de difusdo/dispersdo-convecgdo
transiente, que descreve a concentragdo do tracador injetado. A proposta deste trabalho é ob-
ter uma aproximagdo numérica precisa para o subsistema da velocidade e pressdo utilizando
um método de elementos finitos misto hibrido dual estabilizado por termos de minimos qua-
drados e acoplar a solugdo deste subsistema a equacdo de difusdo/dispersdo-convecgdo para
obter a concentragcdo do meio utilizando o método da direcdo implicita alternada (ADI) com-
binado com uma discretizacdo upwind para estabilizar o termo convectivo. A vantagem da
utilizagcdo do método hibrido estabilizado é a obtengdo de taxas otimas para o campo de velo-
cidade e o tratamento de descontinuidades caracteristicas de meios heterogéneos, e a vantagem
na utilizagdo do método ADI é o menor custo computacional ao resolver somente sistemas line-
ares tri-diagonais além do método ser incondicionalmente estdvel. Simulacdoes computacionais
em meios porosos homogéneos e heterogéneos sao realizados a fim de ilustrar a flexibilidade e
taxas de convergéncias dos métodos propostos.

Keywords: Problema de Darcy, Problema do Transporte, Métodos mistos hibridos, Método
ADI, Métodos Estabilizados.
1. Introducao

A modelagem matematica que descreve o fenomeno associado a deslocamentos misciveis
em meios porosos pode ser descrito matematicamente por um sistema de equagdes diferenciais
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parciais, formado por um subsistema para velocidade e pressdao, composto pela conservacao de
massa e a lei de Darcy, e por uma equacao de difusdo/dispersao-conveccao transiente, que des-
creve a concentracao do tragador injetado. Apesar da concentragdo do tragcador ser a varidvel
de maior interesse, daremos uma certa atencdo para o campo de velocidade, uma vez que a
aproximacao da concentracao do tracador depende diretamente da aproximagdo do campo de
velocidade, pois o mesmo descreve a trajedria do tragador que se desloca no meio poroso.
Meétodos de elementos finitos mistos vem sendo muito utilizados nos tltimos anos para apro-
ximar o problema de Darcy (Raviart and Thomas, 1977; Brezzi et al., 1985; Brezzi and Fortin,
1991). A ideia principal dos métodos mistos € aproximar simultaneamente o campo de veloci-
dade e de pressdo utilizando diferentes espacos de aproximacgao, porém isso leva a um problema
de compatibilidade entre os espagos de aproximacdes (Brezzi, 1974).

Uma alternativa para se obter uma aproximacao para o campo de velocidade € através de
um pds-processamento do campo de pressdao, que € resolvido pelo problema de Poisson, na
Lei de Darcy como descrito nos trabalhos Loula et al. (1995) e Correa and Loula (2007). Por
outro lado, uma abordagem para resolver o problema de incompatibilidade dos espacos, sdo
os métodos mistos estabilizados como proposto por Correa and Loula (2008). Em geral es-
sas formulagdes mistas estabilizadas usam espacos de elementos finitos de Lagrange continuo
para o escoamento de Darcy em meios porosos homogéneos, porém essas formulagdes nao
sdo apropriadas para simulacdo em meios heterogéneos com propriedades descontinuas. Dessa
forma, os métodos hibridos estabilizados surgem como uma alternativa viavel para o tratamento
de descontinuidades caracteristicos de meios porosos heterogéneos € a0 mesmo tempo com a
flexibilidade necessdria para o emprego de espacos polinomiais de aproximagdes, inclusive de
mesma ordem para a velocidade e pressdo, além da propriedade de conservacao local, como
pode ser visto nos trabalhos Nunez et al. (2012); Nuanez et al. (2017).

Neste contexto, este trabalho propde a solucao do problema de deslocamentos misciveis em
duas etapas: primeiro os campos de velocidade e pressdo, governados pelo problema de Darcy,
sdo aproximados utilizando o método de elementos finitos misto hibrido dual estabilizado pro-
posto por Nunez et al. (2012); Nuiiez et al. (2017). A solucdo aproximada para o campo de ve-
locidade obtida € entdo utilizada para aproximagao da concentracio do tracador utilizando um
método de diferengas finitas de dire¢oes implicitas alternadas (ADI) (Corréa et al., 2004). Para
validar os métodos, estudos de convergéncia sdo propostos para ambos os problemas separada-
mente e ao final sdo apresentados resultados de injecao continua em meios porosos homogéneos
e heterogéneos.

2. Definicoes matematicas do problema

Seja 2 C Rd=2 ou 3) um dominio aberto limitado de contorno regular 9Q e T > 0
um numero real fixo. Assim, o escoamento de um fluido newtoniano incompressivel em um
meio poroso rigido € representado por uma equacdo do tipo convecgdo-difusdo predominante-
mente convectiva para a concentragéio da mistura dos fluidos, denotada por ¢(x, ), descrita pela
equacado do transporte

de
Yot

com as seguintes condi¢des iniciais e de contorno

+uVe—div(DVe) + fe=g em Qx (0,7), (1)

z(x,0) = co(x) em €, (2)
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DVen =0 sobre 09 x (0,7). 3)

A velocidade de Darcy u = u(x, t) é dada pela solugdo do subsistema eliptico:

divu=f em Qx(0,7), %)
u=-K(x,c)Vp em Qx(0,7), ®)
un=0 sobre I'=00 x (0,7), (6)

composto pelas equagdes de conservacido de massa (4) e de Darcy (5). Temos que p repre-
senta a pressdo hidrostatica e ¢ = ¢(x) € a porosidade efetiva da rocha. Além disso K (x,c) é

o tensor de condutividade hidraulica, dado por K (x,c) = %, Vx € Q onde k(x) € o tensor de

permeabilidade absoluta e yi(c) a viscosidade da mistura dos fluidos. As fungdes f , f e g repre-
sentam os termos de fonte e sumidouro e n = (n, n2) denota a normal exterior a fronteira 0.
Além disso o tensor de dispersdo é definido por D = D(u) = aql + |ul{ayE(u) + B+ (u)}
com E(u) = pru®u, £*(u) = I - E(u), onde anorma [u| é tal que |u|* = ui+ui+. .. +uj,
® € o produto tensorial e a,,,.;, o € oy s@o os coeficientes de difusao molecular e de dispersao
longitudinal e transversal, respectivamente. Em geral a dispersao longitudinal (a;) é maior do
que a transversal (a;), onde supomos 0 < o, < o500 > o > 0;e0 < ¢ < 1. Seguindo ainda
a lei empirica (Settari et al., 1977) para a viscosidade da mistura j.(c) = fiyes[l —c+ M %c]*“,
¢ € [0,1] onde M denota a razdo de mobilidade que, para escoamentos misciveis, é defi-
nida como sendo a taxa entre viscosidades do fluido residente (u,s) € a do injetado (tin;),
(M = fires/ thin;)- Quando M >> 1 (razdo de mobilidade adversa) o fluido injetado ¢ altamente
viscoso, o problema estudado torna-se fortemente ndo-linear e acoplado exigindo métodos
numéricos robustos que busquem de forma precisa e com baixo custo computacional resolver
os complexos fendmenos fisicos envolvidos.

3. Método de elementos finitos misto hibrido dual estabilizado - Problema de Darcy

Para aproximar o campo de velocidade definido pelo problema de Darcy (4)-(6) utilizare-
mos um método de elementos finitos misto hibrido dual estabilizado. A seguir apresentamos
a formulacdo para o problema de Darcy, como apresentado nos trabalhos Nunez et al. (2012);
Nuiiez et al. (2017). Essa formulagdo consiste de um conjunto de problemas locais, definidos
no nivel de cada elemento K da discretiza¢do de elementos finitos de uma malha 7}, acoplado
a um sistema global composto pelos graus de liberdade referente aos multiplicadores de La-
grange, definidos como sendo a pressao p na interface e dos elementos (A = pl.). Termos de
estabilizacao sdo adicionados para gerar uma formulacao adjunta consistente e simétrica possi-
bilitando flexibilidade na escolhe de funcdes base dos espacos de aproximacao.

Seja T;, uma malha regular de elementos finitos no dominio (2 = [ JK). Seja o conjunto
de todas as arestas dos elementos K da malha definido como &, = {e : ¢ uma arestade K :
VI € Tht e &) = {e € & com e sendo uma aresta interior} o conjunto de arestas interiores.
Neste contexto, definindo os espagos de fun¢des quebradas

Ur={ve[lX(K): vlc e R" x R™ VK € Tp}
Q ={qg€ L*(K): qlc € R' VK € T}
My ={p € L*(&) : plx € P" Ve € &}
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onde m, [ e n sdo os graus dos polindmios utilizados para aproximar uy, p, € A, utilizando
aproximacao por elementos finitos. Sendo
Problema: achar u, € U", p;, € Q' e o multiplicador de lagrange \;, € M}, tal que:

Z [(K‘luh, Vi) — (pn, divvy)c + / A (Vi -ng) ds + 6 (divuy, — f,divvy)x
K oK (7)

+52(K*1uh + Vph,vh);c + 63(V X uh,V X Vh)IC = O,VV}L S U;:n,

> [ — (divug, gn)ic + (f, qn)c + 62(K "y + Vr, Vi)
K
(8)

+ B(pn — An)aqn dé‘} =0,V € Q!
oK

Z/ [(uh ‘ng)pds+ [ B(An— pr)p dS] =0,Vu € M. )
oK oK

O problema (7)-(9) é resolvido utilizando a estratégia de condensacdo estdtica, que consiste
em separar o problema em 2 etapas. Na primeira etapa um sistema global é montado para
resolver o multiplicador de Lagrange. Conhecido o valor do multiplicador, na segunda etapa
€ possivel calcular a varidvel de interesse (velocidade u e pressdo p) em cada elemento K da
malha 7,. A grande vantagem dessa abordagem € que a dimensdo do sistema global montado
depende somente dos graus de liberdade associados aos multiplicadores, levando a um menor
custo computacional, uma vez que o custo para solucdo dos sistemas locais € desprezivel em
relacdo ao custo para solugdo dos sistemas locais (Igreja and Loula, 2018).

4. Método da direcao implicita alternada (ADI) - Equacao de transporte do tracador

Para solugdo da concentragio c¢(x, t), dado por (1)-(3) serd utilizado uma aproximagio pelo
método de diferencas finitas de direcao implicita alternada (ADI, do inglés alternate direction
implicit) como feito por Corréa et al. (2004). Expandindo os termos convectivos u-V ¢ e difusivo
div(D(u)Vc) para o problema definido em duas dimensdes, temos:

) 0 oc 0 dc 0 dc 0 dc
le(D(u)VC) = % <D11%> + 0_y<D228_y) + % <D120_y> + 8_y<D21%) (10)
oc dc
u-Vc-ux%jLuya—y (11)
Para aproximagao das derivadas do termo difusivo (10), temos os seguintes operadores:
0 ; Oc 1 . _ ‘ . . .
55 (055 ) = delads)less] = alali+ 172 Deven = a4 1/2,5) +ali = 1/2. e ()
+a(t —1/2, j)ci—,;}
0 [ Oc 1
—(a=—) ~ il = —={ali,j+1/2)¢; j01 — [ali,j+1/2 1 —1/2)]ei
5y (95,) = 8@l = g5 leling + 1/2eisn = [alin +1/2) +aling = 1/2eis |

+a(i,j — 1/2)Ci,j—1}
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0 ¢ Oc 1 . . . ,

8_x(aa_y) ~ 0g(ady)[ci ] = W{a(l +1,5)¢ir01 —ali+ 1, j)cipi 1 (14)
—a(i—1,7)cic1j41 +a(t —1,7)ciz1 -1}

0 ¢ Oc 1 .

oy (057 ) = duladles] = glaliog + Decsar —ali g + Dew i )

—a(i,j —1)cipr 1+ ali, j —1)cia;1}
Visando estabilizar os efeitos das oscilacdes espurias caracteristicos de problemas predomi-

nantemente convectivos, onde o nimero de Peclet € alto, utilizamos um esquema upwind para
aproximar o termo convectivo (11):

8 . NG j—Ci—1,j ..
w26 o uybfey) = UalB) T se (i) > 0 (16)

O ’ g (1, j) 4= se u,(i,5) <0

Jc u (z j)M se  uy(i,7) >0

P ) ] = Y a h e Y o 17

A ideia do método ADI é achar uma aproximacdo em cada instante de tempo em dois pas-
sos. No primeiro passo as derivadas na direcao x sdo aproximadas de forma implicita e os
demais termos de forma explicita. No segundo passo as derivadas na direcdo y sao aproxima-
das de forma implicita e os demais termos de forma implicita. Dessa forma para a equagao de
transporte (1)-(3) o método € definido como:

Primeiro Passo (Implicito em z)

n+1/2 n
@A/t—/; el uydy[el) = 0 (Dnd) el = 6,(Dad)lely] o)
—02(D126y) ;] = 6y (D210s) ;] = g7
Segundo Passo (Implicito em y)
L 2
PRyt el W e = DBl = Dbl g

5 <D125 )[ n+1/2] o 5 <D216 )[ 7L+1/2] gn+1/2

2y

A vantagem do método ADI em relagdo aos métodos tradicionais de diferencas finitas esta
no custo computacional, uma vez que em cada passo um sistema linear Ax = b é montado
de forma que A € sempre uma matriz tri-diagonal. Além do custo computacional o método é
incondicionalmente estivel e de segunda ordem no tempo e primeira ordem no espaco devido a
discretizagc@o do termo convectivo utilizando o esquema upwind de primeira ordem.

4.1 Estudo de Convergéncia

Para analisar a taxa de convergéncia do método de elementos finitos hibrido dual estabili-
zado (7)-(9) foi considerado a solug@o analitica p = sin(mz) sin(7y). Foi utilizado uma malha
de elementos finitos quadrados de 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16. 32 x 32 e 64 x 64 elementos, 0s
termos de estabiliza¢do 6; = 0.5, o = —0.5, 03 = 0.5 e § = 0. De acordo com a Figura
1, adotando polindmio de primeira ordem para a velocidade e pressao, observamos taxa 6tima
para a aproximagdo da velocidade na norma L?(€2).
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log(erro)
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-log(h)

Figura 1- Gréfico de erro da velocidade u para cada malha.

Para analisar a taxa de convergéncia do método ADI, assumimos um dominio 2 = [0, 1] x

[0,1] com T" = [0,3], D = 0.01 e u(z,y) = (—4y,4x), satisfazendo a seguinte solugdo
analitica:

22 T—Z’CQ‘F_— 52
- = 14Dt exp ( )+ — ve) 20)

com T = x cos (4t) + ysin (4t), § = —x sin (4¢) + y cos (4t), x. = 0.2, y. = 0.0 e v = 0.1.
Empregando as mesmas malhas do estudo anterior, calculamos o erro na norma do méximo

gerado pelo método ADI no tempo ¢ = 3. A Figura 2 apresenta a taxa de convergéncia do

método que € de primeira ordem devido o uso da aproximac¢do upwind para a convecgao.

-3.01

—3.51

-4.0 4

og(erro)

8 454

—5.0 A1

=5.54

15 2.0 25 3.0 35 4.0
- log(h)

Figura 2- Grafico de erro da concentracdo para diferentes malhas.

5. Problema five-spot

O problema five-spot consiste em uma célula quadrada com pogos produtores nos vértices e
um poco injetor no centro geométrico (ou vice-versa). No poco produtor € injetado o tragador
que se mistura com o fluido residente e o empurra até os pocos produtores. Apesar de ser
necessaria uma malha dessas células para simular uma extragdo, por conta das condi¢des de
simetria, podemos considerar apenas um quadrante de uma célula e repetir esse comportamento
no espago, desde que haja condi¢do de contorno de fluxo nulo entre as retas que separam 0s
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quadrantes (de Almeida Quintino and Neto, 2014). Para o experimento foi utilizado um qua-
drante de lado L = 1000 ft onde a célula de injecdo estd localizado no canto inferior esquerdo
(z = y = 0) e a célula produtora no canto superior direito (z = y = L).

A simulagéo foi feita para um meio poroso homogéneo de permeabilidade constante k(x) =
k = 1000m D, porosidade ¢ = 0.1, difusdo molecular a;,,; = 0, dispers@o longitudinal a; = 1
Jt e dispersao transversal o; = 0 ft. Viscosidade do fluido residente ;1 = 1cP e a taxa de injec@o
do tracador de 200 f¢* por dia de forma continua ao longo de 2000 dias. Para aproximagio do
campo de velocidade (4)-(6) foi utilizado uma malha de 80 x 80 elementos finitos quadrados
utilizando fung¢des base com polindmios de primeira ordem tanto para a velocidade u quanto
para a pressdo p e constantes dos termos de estabiliza¢do 6; = 0.5, do = —0.5,03 = 0.5e f = 0.
A Figura 3 apresenta o campo de velocidade para este caso particular. Para a aproximagdo
da concentracdo foi utilizada uma malha de 81 x 1 pontos com At = 2.5 dias e o campo
de velocidades aproximado pelo método hibrido € dado como dado de entrada. A Figura 4
apresenta o comportamento do campo de concentragdo para este experimento.

1000 A

800 A

600 -

400 4

200 4

0 200 400 600 800 1000

Figura 3- Campo de velocidade para o problema five-spot em meio poroso homogéneo

Concentfracao

000e+00 D25 0.5 075 1.000e+00

Figura 4- Solu¢do numérica obtida para concentracio do tracador em 125, 250 e 500 dias.

Outro experimento computacional foi realizado com os mesmos parametros do experimento
anterior, porém agora adotamos um meio heterogéneo gerado por um quadrado de dimensdo
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300ft* localizado em = = 500 fr e y = 250 ft com permeabilidade k¥ = 10mD. A Figura
5 mostra o campo de velocidades para este caso. Podemos observar que o a regiio de menor
permeabilidade apresenta um campo de velocidade proporcional e descontinuidades na compo-
nente tangencial da velocidade que sdo capturadas pelo método hibrido. Além disso, este com-
portamento € melhor visualizado nos resultados para o campo de concentracao, Fig. 6, onde a
regido de menor permeabilidade age como uma barreira para a concentracao do tragador.

1000 A

800 A

600 A

400 A

200 A

0 200 400 600 800 1000

Figura 5- Campo de velocidade para o problema five-spot em meio poroso com obstaculo.

Concentracao

0.000e+00 0.25 05 0.75 1.000e+00

M\‘\HHHH‘I\HHHH‘HH

Figura 6- Solu¢do numérica obtida para concentracio do tracador em 125, 250 e 500 dias.
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6. Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma combina¢do do método de elementos finitos hibridos
misto dual, para resolver o problema de Darcy, com o método de diferencas finitas ADI, para
aproximar a concentracdo de um tragador, com o intuito de simular deslocamentos misciveis
em meios porosos homogéneos e heterogéneos. Os resultados numéricos obtidos mostraram
que o método hibrido converge com taxa 6tima e o método ADI com taxa sub-6tima afetada
pela discretizag@o de primeira ordem upwind para o termo convectivo, que tem por finalidade
estabilizar as oscilagdes espurias geradas por problemas predominantemente convectivos. Os
métodos, hibrido e ADI, combinados foram aplicados para a simulacdo de um problema de
injecdo continua, que demonstrou que o acoplamento dos métodos é capaz de gerar resultados
com perfis de acordo com o esperado para o problema five-spot, e com reduzido custo compu-
tacional, uma vez que o método hibrido apresenta o problema global com a dimensao dos graus
de liberdade associados apenas aos multiplicadores de Lagrange, que neste caso estio associa-
dos ao campo de pressao nas arestas dos elementos, e o método ADI que gera somente matrizes
tri-diagonais que apresentam baixo custo de resolugdo.
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A HYBRID FINITE ELEMENT METHOD COMBINED WITH AN ADI METHOD FOR
SOLUTION OF MISCIBLE DISPLACEMENTS

Abstract. The development of mathematical and computational models for the simulation of
fluid flow in porous media have been great interest in several fields of engineering and applied
sciences as in the exploration of reservoirs. The tracer injection is an example of a problem
in this area being a process that allows to obtain information about the characteristics of the
reservoir. In general the injected tracer does not interfere with the properties of the fluid therein
which leads to an incompressible miscible fluid flow problem. This process can be mathemati-
cally described by a system of partial differential equations, formed by a subsystem for velocity
and pressure, composed by mass conservation and Darcy’s law, and by a transient diffusion /
dispersion-convection equation, which describes the concentration of the injected tracer. The
purpose of this work is to obtain a precise numerical approximation for the velocity and pres-
sure subsystem using a dual hybrid mixed finite element method stabilized by least squares terms
and to couple the solution of this subsystem to the diffusion / dispersion-convection equation
to obtain the concentration of the medium using the Alternate Direction Implicit (ADI) method
combined with an upwind discretization to stabilize the convective term. The advantage of the
stabilized hybrid method is to obtain optimal convergence rates for the velocity field and the
treatment of the heterogeneous media discontinuities, and the advantage of the ADI method is
the lowest computational cost when solving only tri-diagonal linear systems besides the method
being unconditionally stable. Computational simulations in homogeneous and heterogeneous
porous media are performed to illustrate the flexibility and convergence rates of the proposed
methods.

Keywords: Darcy problem, Transport equation, Hybrid finite element methods, alternate direc-
tion implicit method, Stabilized methods.
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