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Resumo. Neste trabalho foi avaliado o segundo momento em modelos de difusdo, inspirado no
uso do deslocamento quadrdtico médio (MSD - Mean Square Displacement) como ferramenta
para estudo dos modelos cldssico e do modelo bi-fluxo, sendo ambos resolvidos por meio do
software Wolfram Mathematica. O modelo cldssico corresponde, por exemplo, a equagdo para
transferéncia de calor descrita por Fourier ou a equagdo de Fick para difusdo de substincias
quimicas em uma solucdo. A andlise do segundo momento permite classificar se o processo
difusivo pode ser classificado como normal, subdifusivo ou superdifusivo. Sdo apresentados
os resultados obtidos em casos unidimensionais variando os coeficientes de difusdo, sendo
discutidos os resultados obtidos.

Keywords: Difusdo anoémala, Difusdo bi-fluxo, Deslocamento Quadrdtico Médio, MSD.

1. INTRODUCAO

O fendmeno de difusdo pode ser descrito como o processo pelo qual matéria é transportada
dentro de um sistema de uma posi¢do para outra, como resultado do movimento aleatério das
moléculas. A partir de tal definicdo sdo encontradas inumeras aplicacOes, variando a forma
das equacgdes que descrevem tal fendmeno dependendo da drea de estudo. Em transferéncia
de calor por exemplo, € importante citar a equagao da difusdo de calor de Fourier, em quimica
encontra-se as equagdes de Fick para descrever a difusdo de substancias quimicas em solugao
e inumeras outras formula¢des para aplicagdes cientificas inspiradas nestes modelos, cabendo
citar Einstein (1956); Metzler et al. (2014).

Porém existem muitas dreas de estudo em que o processo difusivo ndo segue exatamente
tais formulacgdes de difusdo linear, caracterizando processos de difusdao considerados andmalos.
Considere a equacdo (Metzler et al., 2014)
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(a?(t)) = / 2§ — ¢o)dr = Kot (1)
onde (z%(t)) representa o segundo momento da fungio ¢(z,t), o pardmetro « € o expoente de
difusdo, ¢t é o tempo e K, € o coeficiente de difusdo correspondente.

Segundo Metzler et al. (2014) € usual adotar como critério de classificagcdo do fendmeno
de difusdo a partir do expoente «, definindo como um fendmeno de subdifusdo quando (0 <
a < 1) e como superdifusdo quando (o > 1). A difusdo cldssica, também chamada de linear,
¢ caracterizada por o = 1. O objetivo deste trabalho € avaliar o comportamento do modelo de
difusdo Bi-fluxo quanto a tal classificacdo.

2. FORMULACAO DO MODELO BI-FLUXO

Seguindo a formulacdo desenvolvida por Bevilacqua et al. (2011), considere o processo
representado na Figura 1. A cada passo de tempo (At), o contetido de determinada célula é
redistribuido, retendo a quantidade a¢,,, e transferindo metade do conteido remanescente para
as células vizinhas, isto é, 0, 55¢,, para cada lado, onde o + 5 = 1.

)

t—t,+At

t=ty2At

I M1l

Figura 1- Distribui¢éo simétrica com efeito de retengio 5 = (1 — «).

A regra € traduzida em expressoes algébricas

1 1
0= (1= B)g" + 3P0 11 + 5800 @)

87 = (1= B)oh + 56041 + 5004 G

e ap6s uma manipulacdo algébrica das Eqgs. (2) e (3), a seguinte expressao € obtida Bevilacqua
etal. (2011,a); Jiang et al. (2016)
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dp i 0% [30)

o = Mg !
onde ¢ representa a concentragdao de um soluto ou o nimero de individuos em uma populagao,
x representa a coordenada espacial, ¢ o tempo, [ a parcela sujeita a difusdo priméria e (1 — /)
€ a parcela retida ou associada a difusdo secundéria, e Ky e K, sdo parametros relacionados
a difusdo priméria e secunddria respectivamente. E interessante notar que quando K, = 0,
elimina-se o termo de quarta ordem da formulagdo e tem-se uma equivaléncia com o modelo de
difusdo cléssica, considerando que o produto 5 K5 corresponde ao coeficiente de difusao.

Silva et al. (2014) resolveram a equacao de difusdo bi-fluxo e realizaram o estudo de sensibi-
lidade utilizando o software Mathematica com o objetivo de estimar os parametros da formulacao
de difusdo bi-fluxo. Em artigos posteriores, a mesma equipe de pesquisadores desenvolveu
solugdes para o problema inverso de difusdo bi-fluxo (Silva et al., 2014, 2013; Knupp et al.,
2016) utilizando como metodologias a inferéncia Bayesiana e a maxima verossimilhanca.

Vasconcellos et al. (2016) utilizaram o Método de Volumes Finitos no desenvolvimento de
uma solugdo para o problema estaciondrio para resolver a equagado de difusao bi-fluxo estudando
particularmente as dificuldades numéricas relacionadas as condi¢gdes de contorno (Dirichlet,
Neumann e Robin).

Jiang et al. (2018) utilizaram a teoria de difusdo bi-fluxo para estudar o processo de dis-
persdo de particulas em um substrato, no qual a presenca de anisotropias localizadas podem
perturbar alguns parametros fisicos no processo de difusdo e modificar o fluxo.

No presente trabalho, diferentes processos de difusdo bi-fluxo sdo estudados desenvolvendo
solu¢des com o software Mathematica, calculando a evolucdo temporal do MSD visando avaliar
suas caracteristicas, comparando com o Deslocamento Quadratico Médio (MSD) calculado com
a formulagdo cléssica e discutindo suas classificacdes como sub ou superdifusivos.

(1-pB)K, “)

3. DESCRICAO DOS ESTUDOS DE CASO

Com o objetivo de avaliar diferentes estudos de caso, foi considerado um problema com a
seguinte condicdo inicial

1 (z—p)?
.CE, t _n — —67 202 5
A8l V21 ©)

onde 1 = L/2 e o = 0,01 e com as condi¢des de contorno (C. C.) dispostas na Tabela 1

Tabela 1- Condi¢ao de Contorno.

Lado esquerdo (z = 0) | Lado direito (z = L)
C.C. 1 % =0 % =0
3 3
C.C.2 22 =0 28 =0

As solucdes foram avaliadas com seis diferentes conjuntos de parametros, sendo que para
todos os casos o comprimento L = 4, 00, o tempo final de observacio ¢y € os outros parimetros
do modelo estdo apresentados na Tabela 2.

Anais do XXI ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Biizios, RJ — 08 a 11 Outubro 2018



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Biizios - RJ

Tabela 2- Estudos de Caso implementados.

Variavel | Caso 1 | Caso2 | Caso 3 | Caso4 | Caso 5 | Caso 6
15} 0,2 0,2 0,2 0,8 0,8 0,8
Ky 1,0 1,0 1,0 0,1 0,1 0,1
Ky 0,0 0,05 0,1 0,0 0,05 0,1
ty 0,5 0,5 0,5 0,3 0,3 0,3

4. RESULTADOS

Na Fig. 2 sdo representados os resultados obtidos para os casos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 apresentados
na Tabela 2, considerando os seguintes instantes de tempo: t = t/4;t = t;/4;t = 3/4t;;t =

ts.
et

3- Caso1 12
Kg=0
p=02eKy=10 10

blxt)

Caso4
Kg=0
B=08eKy=0,1

Figura 2- Resultados considerando os diferentes casos apresentados na Tab. 2.

E possivel observar o efeito da introducio e posterior aumento do coeficiente K nas solugdes
representadas na Fig. 2. Observar que a escala vertical de cada grafico € alterada para permitir
melhor visualizacgao.

A Fig. 3 apresenta os resultados da variacao temporal do segundo momento da funcdo para
o0s 6 casos em estudo. Nos graficos indicados como (a) e (a)LogLog estdo representados os casos
1 e 2, nos graficos (b) e (b)LogLog estdo representados os casos 1 e 3; em (c) e (c)Loglog estdao
representados os casos 4 € 5; e finalmente em (d) e (d)Loglog estdo representados os casos 4 €
6.

E possivel observar na Fig. 3 nos gréficos (a) e (a)LogLog, que representam os casos 1
e 2, que as duas curvas sao muito proximas, mas a presenga do coeficiente /; provoca um
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Figura 3- Variag¢ao do segundo momento ao longo do tempo para os 6 casos estudados.
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comportamento levemente superdifusivo. Depois, ao estudar os casos 1 e 3, nos gréficos (b) e
(b)LogLog, o aumento do coeficiente /X4 no caso 3, observa-se um aumento no comportamento
subdifusivo.

Continuando a andlise da Fig. 3, nos graficos (c¢) e (c)Logl.og, representando os casos 4 e 5,
observa-se que a associacdo do aumento do valor de [ e presenca do coeficiente K, causa um
efeito superdifusivo. A seguir, nos gréficos (d) e (d)Loglog, correspondentes aos casos 4 e 6,
o aumento do coeficiente K4 corresponde a um comportamento de superdifusdo seguido de um
periodo de subdifusao.

5. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

As solucdes obtidas para os estudos de caso considerados permitiram avaliar o comporta-
mento do fendmeno, comparando com o gréifico do segundo momento da fungdo a partir do
uso do Deslocamento Quadratico Médio (MSD) para o modelo classico e entdo classificando a
solu¢do do modelo bi-fluxo, dependendo dos coeficientes adotados.

Os resultados obtidos s@o promissores, e tal comportamento da solu¢do da equacio de di-
fusdo bi-fluxo merece ser estudado com maior detalhamento em trabalhos futuros.
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APPENDIX A

SECOND MOMENT EVALUATION IN CLASSIC AND BI-FLUX DIFFUSION
MODELS

Abstract:In this work, the second moment in diffusion models was evaluated, inspired in the
use of the Mean Squared Displacement (MSD) as a tool to study the classic and the Bi-flux
models, being both solved using the Wolfram Mathematica software. The classic model corres-
ponds, for example, to the heat transfer equation described by Fourier or the Fickian equation
for the diffusion of chemical substances in a solution. The second moment analysis allows to
classify if the process can be called normal, subdiffusive or superdiffusive. The results obtained
considering one dimension cases are presented and discussed, varying the diffusion coefficients.
Keywords: Annomalous Diffusion, Bi-flux diffusion, Mean Squared Displecement, MSD.
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