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Resumo. Este trabalho consiste numa andlise comparativa entre alguns métodos estocdsticos
e deterministicos, empregados na resolucdo de equagcoes ndo lineares. Os métodos deter-
ministicos utilizados foram: gradiente, método de Newton, DFP, BFGS e Nelder Mead. Os
estocdsticos: DE (Evolug¢do Diferencial), PSO (Otimizagdo por Enxame de Particulas) e Luss-
Jaakola. A partir dos resultados alcangados, pdde-se verificar que os métodos deterministicos
apresentaram uma melhor convergéncia em relacdo aos estocdsticos por exigirem de menos
esforco computacional em sua convergéncia, entre eles destaca-se o método de Newton, con-
vergindo com menos lacos que os demais. Constatou-se que os métodos estocdsticos demandam
de mais tempo para convergir, entretanto todos os métodos obtiveram resultados aproximados.

Palavras-chave: Equacdes ndo lineares, Comparagdo, Métodos deterministicos, Métodos es-
tocdsticos, Otimizagdo

1. INTRODUCAO

Um problema de otimizagao consiste, basicamente, em determinar os valores 6timos (maximos
ou minimos) de uma certa funcdo, denominada funcao objetivo. Esta funcao objetivo depende
de um conjunto de variavéis as quais sao denominadas de variavéis de decisao ou de controle.
A teoria da otimizacdo desenvolve métodos deterministicos e estocésticos, para a obtencao dos
valores 6timos das variavéis de decisdo dos problemas de otimizacdo (Viana, 2017). Valores
estes que vao determinar a imagem Otima (maxima ou minima) da fun¢do objetivo. As técnicas
de otimizagdo sao amplamente utilizadas na resolucido de problemas das mais diversas areas,
tais como: administracdo, biologia, economia, engenharia, fisica, logistica, entre outras. Este
trabalho consiste em apresentar e analisar, alguns métodos de otimizacdo deterministicos e es-
tocdsticos para resolucdo de fungdes nao lineares. Os resultados alcangcados permitem realizar
uma andlise comparativa dos métodos, e desta forma verificar a eficiéncia, desempenho e con-
vergéncia dos mesmos.
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2. METODOS DETERMINISTICOS

Os métodos de otimizacdo baseados nos algoritmos deterministicos geram uma seqiiéncia
de possiveis solugdes requerendo, na maioria das vezes, 0 uso ao menos da primeira derivada
da fun¢do objetivo em relacdo as varidveis de projeto.

Nestes métodos, a funcdo objetivo e as restri¢des sao dadas como fungdes matemaéticas ou
relacdes funcionais. Além disso, a funcao objetivo deve ser continua e diferencidvel no espagco
de busca.

Nos métodos deterministicos Gradiente, Newton, DFP e BFGS utilizou-se o critério de
Armijo.

2.1 Método do Gradiente

O método de busca por gradiente ou método do declive maximo, tem por objetivo encontrar
uma raiz para a equagdo V f(x;) = 0 sendo, f uma funcdo real de n variaveis reais, continua-
mente diferencidvel. Dada uma aproximacgao x; para um minimo de f, o método consiste em
estimar xp,, com uma busca linear na dire¢ao oposta ao gradiente da funcdo (Prado & Marti-

nez, 2013). Mais precisamente, dada uma fung@o convexa diferencidvel z = f(z1,22...,2,) €
um ponto 2¥ = (z¥ 2% ... 2¥), determina-se um novo ponto:
" = 2F — o V() (1)

onde « € obtido de tal maneira que:
z:mgnf[m’“—a-Vf(xk)] (2)
2.2 Método de Newton
Utiliza-se o método de Newton na determinag@o de mdximos e minimos para fungdes reais

de n varidveis reais (Oliveira & Martinez, 2013). Para isto, procuramos pontos criticos para a
fun¢do f, ou seja, estamos interessados em pontos tais que, verifica-se: V f(x;) = 0.

De maneira mais precisa dada uma fungdo z = f(z1,22...,x,) convexa e duas vezes
diferencidvel e um ponto z* = (2% 25 ... 2¥), determina-se um novo ponto z**! = 2% — o - d

onde « € obtido de modo que:

z:mainf[:vk—a-d] 3)
sendo d uma direcdo de busca descendente obtida por:

d=—HY2"  a- fa") “)

Este método € caracterizado pelo cdlculo da matriz hessiana a fim de determinar o ponto
critico da funcdo objetivo, enquanto os métodos quase-Newton possuem a particularidade de
estimar a matriz hessiana baseando-se no cdlculo do gradiente.

2.3 Método DFP (Davidon Fletcher Powell)

O método DFP € um método iterativo conhecido por minimizar uma funcao irrestrita de n
varidveis ou parametros. E um método que utiliza o gradiente para calcular aproximadamente
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a matriz Hessiana.

Métodos de minimizagdo iterativos determinam a posi¢do de um z minimo de uma funcao
como o limite de uma sequéncia de posi¢des sucessivas g, 1, ... ,L,. Essas posi¢des sao
obtidas minimizando a fun¢do ao longo de uma linha através da posi¢do anterior de uma direc@o
especificada de busca s; obtida por alguma ldgica especificada (Corréa, 2013). O método DFP
¢ definido pela férmula abaixo:
pk<pk t B Hqu(qk)tHk (5)
(P")tq* (¢") Hyg

Sendo Hj, aproximagdes da inversa da matriz Hessiana, o g* é a diferenca entre gradiente
atual e o anterior, o pk € a diferenca entre o chute atual e o anterior, qk ¢ a diferenca entre o
gradiente atual com o anterior.

Hk+1 - Hk +

2.4 Método BFGS (Broyden-Fletcher—Goldfarb—Shanno)

Este método é derivado do método DFP, fazendo-se necessario o calculo de gradientes da
funcgdo objetivo. A diferenca deste método para o DFP € que criamos um s que é o espago de
busca, este € obtido pela diferenca dos chutes iniciais, o calculo de aproximacdo da Hessiana é
realizado com base nas diferencas de gradientes ao longo de vérias iteragdes.

2.5 Método Nelder-Mead

O método de Nelder-Mead ¢é classificado como um método deterministico que ndo utiliza
o calculo do gradiente e ¢ comumente usado para encontrar o minimo ou maximo de uma
fungdo objetivo em um espaco multidimensional (espago de busca). E aplicado a problemas de
otimizacao nao linear para os quais as derivadas podem nao ser conhecidas, ou seja, ndo requer
que a fun¢do objetivo seja diferencidvel, mas requer que a funcdo seja continua. O método usa
o conceito de um simplex, que € um politopo especial de n + 1 vértices em n dimensodes. O
comportamento do método pode ser visto como a expansdo, contragdo e movimentagao desse
simplex pelo espaco de busca do problema.

3. METODOS ESTOCASTICOS

Os métodos de otimizacao baseados nos algoritmos probabilisticos usam apenas a avaliacao
da funcdo objetivo e introduzem no processo de otimizagdo dados e parametros estocasticos.
Além disso, eles nao utilizam a derivada da fungdo objetivo.

3.1 Método Luus-Jaakola

O algoritmo de Luus-Jaakola foi proposto em 1973 para a solug¢do de problemas de otimizacao.
Um dos seus objetivos era que pudesse ser aplicado a qualquer regido de interesse e para quais-
quer funcdes. Este método gera solugdes aleatdrias da funcio objeto em um ampla regido de
busca, a cada iteragc@o a regido de busca é reduzida e a solugdo da fun¢do € melhorada, o pro-
cesso € repetido até obter-se um intervalo suficientemente pequeno no qual a solu¢do 6tima
esteja imersa (Oliveira et al., 2016).
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3.2 Método PSO (Particle Swarm Optimization)

O método PSO, sigla de Particle Swarm Optimization, cuja traducio € Otimizacao por Exa-
mes de Particulas, basea-se na simulacdo de um modelo de interacdo social simplificado. A
ideia do algoritmo PSO para a busca de uma solucdo 6tima € calcular a nova posi¢ao de cada
individuo z;(t + 1) a partir de sua posicdo atual z;(t), somada a uma nova velocidade v;(t + 1),
sendo que v;(t + 1) é calculada utilizando a prépria experiéncia do individuo e as experiéncias
dos outros membros da populacdo (Viana, 2017). Desse modo a posi¢ao de cada individuo
x;(t + 1) é dada por:

A nova velocidade de cada individuo € dada por:
vit +1) = w(t) - vi(t) + () - rand() - ((pi — 2i(1)) + c2(t) - rand() - (pg — x:(t)) (7)

onde w(t) é o parAmetro de inércia, ¢; () e c2(t) sao os pardmetros cognitivo e social, respecti-
vamente, p; € a melhor posi¢do que o individuo ¢ visitou, p, € a melhor posi¢do que todos os in-
dividuos da populag@o tenham visitado e rand() sdo valores aleatdrios gerados por distribui¢do
uniforme no intervalo (Corréa, 2013).

3.3 Método DE (Evolucao Diferencial)

O algoritmo evolucao diferencial surgiu em 1997, foi desenvolvido por Storn e Price e
tem como objetivo solucionar problemas de otimizacdo continua. Este método trabalha com
um mecanismo de selecdo natural, onde um nimero de individuos é gerado aleatériamente,
cada individuo € candidato a solu¢do, uma nova populacdo é gerada passando pelo processo
de mutacgdo e cruzamento, no processo de selecdo € comparada a geracao anterior com a atual,
apos este processo permanece o melhor individuo para a proxima iteragdo (Corréa, 2013). Na
mutacdo um individuo € perturbado resultando no vetor doador, este processo € dado pela se-
guinte equagao:

vt = x4 4+ Fp(x? — x{) (8)

O cruzamento tem como objetivo aumentar a diversidade dos individuos que sofrem mutagao,
0 processo acontece através da mistura de componetes do vetor doador vgﬂ com as componen-
tes do vetor alvo x?, que € escolhido aleatoriamente, resultando num vetor tentativa ou expe-
rimental vf“. O processo de selecao tem como objetivo encontrar uma nova geracao, onde €
considerado seu critério de parada, se a funcdo do vetor tentativa for menor que a fung¢do do
vetor aleatério que foi escolhido, o vetor escolhido recebe o valor do vetor tentativa, se 1SS0 nao
acontecer, o vetor alvo continua para a préxima iteracdo. E repetido o processo até o critério de

parada.
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4. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo serdo executados os métodos deterministicos e estocdsticos, afim de obter-se
resultados numéricos que por sua vez permitem realizar uma anélise comparativa dos métodos.
A primeira fungdo a ser testada, foi retirada de (Ribeiro et al., 2015), que apresentou resultado
semelhante.

x? x?

£29) = 505+ 2000 ~ (55 (cos( ) +1 ©

Figura 1- Grafico do comportamento da funcio a esquerda e curva de nivel a direita.

Tabela 1- Resultados numéricos referentes a Eq. (9).

Métodos Convergéncia Tempo (s) | Lagos | Chute Inicial | Tolerancia

Gradiente (-5E-06;-6,3E-06) 0,006 18 (L;1) 1077
Newton (-5E-06;-5E-06) 0,005 4 0:;1) 1077
DFP (-7E-06;2E-06) 0,009 18 (1;1) 1077
BFGS (-4,9E-06;-5,1E-06) 0,003 8 (1;1) 1077
Nelder-Mead | (1,2E-08;6,4E-08) 0,011 44 - 1077

Luss-Jaakola (3E-06;3,6E-06) 0,098 (50;80) - -

PSO (-2,7E-02;4,1E-04) 0,142 100 - -
DE (1,8E-08;-1,9E-08) 0,206 63 - 1077
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A segunda func¢do analisada foi retirada do recente trabalho (Corréa Junior & Corréa, 2016)
onde os autores alcancaram resultados proximos.

1+ cos(12y/22 + y2)

fley) = 0.5(22 + 2) + 2

(10)

Figura 2- Grafico do comportamento da func¢io a esquerda e curva de nivel a direita.

e

Tabela 2- Resultados numéricos referentes a Eq. (10).

Meétodos Convergéncia Tempo (s) | Lacos | Chute Inicial | Tolerancia

Gradiente (-2,4E-06;3E-07) 0,007 11 (0,1;0,2) 1077

Newton (-5E-06;-5E-06) 0,008 5 (0,08;0,1) 1077

DFP (5,1E-06;5,9E-06) 0,008 12 (0,1;0,2) 1077

BFGS (-3E-07;4,1E-06) 0,014 36 (0,1;0,2) 1077

Nelder-Mead | (6,3E-04;3,7E-04) 0,006 16 - 1077
Luss-Jaakola | (-2,2E-06;7,5E-06) 0,102 (50;80) - -
PSO (3E-03;4,1E-04) 0,149 100 - -

DE (9,3E-08;9,7E-08) 0,461 144 - 1077

A terceira funcdo testada foi obtida do trabalho (Corréa Junior & Corréa, 2016) onde os
autores alcangaram resultados similares.

fla,y) =100 (y — 2*) + (x — 1) (11)
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Figura 3- Grafico do comportamento da funcio a esquerda e curva de nivel a direita.
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Tabela 3- Resultados numéricos referentes a Eq. (11).

Métodos Convergéncia | Tempo (s) | Lagos | Chute Inicial | Tolerancia

Gradiente (1,005;1,01) 0,047 173 (1,5:1) 1077
Newton (1;1) 0,016 2 (1;2) 107
DFP (1,002;1,004) 0,016 14 (1,5;2) 1077
BFGS (1,001;1,003) 0,015 30 (1,5;2) 10-7
Nelder-Mead (1;1) 0,015 77 - 1077

Luss-Jaakola (1;1) 0,094 (50;80) - -

PSO (1;1) 0,140 100 - -
DE (1;1) 0,672 206 - 1077

5. ANALISE COMPARATIVA

Apresentando os parametros utilizados e os resultados alcangados na Eq. (9), o método
de Newton foi tomado como referéncia para comparar do tempo de execugdo entre os demais
métodos:

No método do Gradiente foi utilizado o critério de Armijo, este método convergiu para o
6timo da fun¢do (-5SE-06;-6,3E-06) com um total de 18 lagos e tempo igual a 6 milissegundos
(ms), o critério de parada utilizado neste método foi enquanto o gradiente no ponto for maior
que a tolerancia (10~7), o algoritmo seguia para a préxima itera¢do, o chute inicial utilizado
foi (1, 1). Este método apresentou 120% do tempo de execugdo em comparagdao ao método de
Newton.

O método de Newton convergiu para o 6timo (-5E-06;-5E-06), neste método foi utilizado
o critério de Armijo, o tempo para convergencia do método foi Sms e um total de 4 lagos. O
critério de parada foi o enquanto o gradiente no ponto for maior que a tolerancia (10~7), o algo-
ritmo seguia para a proxima iteracao, foi utilizado chute inicial (0, 1), o chute inicial foi ajustado
para que o método pudesse alcancar o 6timo da fung¢do, pois caso o chute fosse igual aos outros
métodos deterministicos, ndo seria possivel convergir, este fato mostra uma hipersensibilidade
ao chute inicial.
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O método DFP também utilizou critério de Armijo, convergindo para o 6timo (-7E-06;2E-
06), 18 lacos e 9ms foi o tempo necessario para convergéncia do método, o critério de parada
foi o gradiente ser menor ou igual a tolerdncia (10~7), foi utilizado chute inicial (1, 1). Este
método apresentou 180% do tempo de execugdo do método de Newton.

No método BFGS assim como nos outros métodos deterministicos foi utilizado o critério
de Armijo, este método convergiu para o 6timo (-4,9E-06;-5,1E-06), sua convergéncia foi
alcancada com tempo recorde de 3ms e 8 lacos, o critério de parada utilizado foi enquanto
o maior valor do gradiente fosse maior que a tolerancia (10~7), o algoritmo seguia para proxima
iteracdo, o chute inicial utilizado foi (1, 1). Este método apresentou apenas 60% do tempo de
execucao comparado ao método de Newton.

O método Nelder-Mead € o inico método deterministico apresentado neste trabalho que nao
utiliza do cdlculo do gradiente, este método convergiu para o 6timo (1,2E-08;6,4E-08), sua con-
vergéncia foi dada com 44 lacos e 11ms, este método possui chute inicial aleatdrio, e o critério
de parada utilizado foi enquanto a diferenca entre z; e x5 for maior que a tolerancia (10~7),
continuar para a proxima iteracdo. Este método apresentou 220% do tempo de execugdo em
comparacao ao método de Newton.

O método Luus-Jaakola convergiu para o 6timo (3E-06;3,6,3E-06) em 98ms, foi definido
nos parametros do método 50 lagos internos, 80 lacos externos e coeficiénte de contracio igual
a 0,1, este método possui chute inicial aleatorio, € ndo possui critério de parada. Este método
apresentou 1960% do tempo de execugdo em comparacao ao método de Newton.

O método PSO convergiu para o 6timo (-2,7E-02;4,1E-04) em um tempo de 142ms, foi de-
finido como parametro 100 lacos, nimero de individuos igual a 50, coeficiente de inércia igual
a 0,7 e coeficiente cognitivo e social € igual a 0,7. Neste método a posi¢ao e velocidade inicial
sdo geradas aleatoriamente e ndo possui critério de parada. Este método apresentou 2840% do
tempo de execucdo em comparacao ao método de Newton.

O método DE convergiu para o 6timo (1,8E-08;-1,9E-08) com 63 lacos em 206ms, o critério
de parada foi enquanto a diferenca entre os melhores pontos de x; e x5 for maior que a tolerancia
(10~7) o algoritmo segue para préxima iteracdo. Foram usados como pardmetro niimero de in-
dividuos igual a 50, coeficiente de cruzamento igual a 0,7 e coeficiente de mutacdo igual a 0,3,
a populagdo € gerada aleatoriamente. Este método apresentou 4120% do tempo de execugdo em
comparacao ao método de Newton.

E apresentada uma maior complexidade na Eq. (10), porém néo houve alteracio nos parimetros
utilizados nos métodos estocdsticos para gerar os resultados numéricos desta funcdo em relagao
a Eq. (9), ja os métodos deterministicos necessitaram de ajustes no chute inicial, destaque para
o método de Newton que precisou de um refinamento maior para alcancar o 6timo da funcgao.
Sem estes ajustes os métodos deterministicos convergiam para 6timos locais, este teste reforca
a ideia de hipersensibilidade aos parametros inciais que os métodos deterministicos possuem,
entretanto o desempenho apresentado € superior em relagdo aos métodos estocdsticos, fazendo-
se uso de menos lagos para a convergéncia. Serd comparado agora o tempo de execucdo entre
os métodos utilizados na Eq. (10), tomando como referéncia o método de Newton.

O método do Gradiente apresentou apenas 87,5% do tempo de execug¢do comparado ao
método de Newton. O método DFP apresentou o mesmo tempo de execugdo que o método de
Newton. O método BFGS apresentou 175% do tempo de execu¢cdo comparado ao método de
Newton.

O método Nelder-Mead apresentou apenas 75% do tempo de execucdo comparado ao método
de Newton. O método Luss-Jaakola apresentou 1275% do tempo de execu¢do comparado ao
método de Newton. O método PSO apresentou 1862, 5% do tempo de execugdo comparado ao
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método de Newton. O método DE apresentou 5762, 5% do tempo de execucdo comparado ao
método de Newton.

A Eq. (11) diferente das Eq. (9) e Eq. (10) ndo possui multiplos minimos locais, esta ca-
racteristica auxilia a convergéncia dos métodos, evitando que estes por sua vez fiquem presos
em pontos de minimo ou médximo locais. Apesar do vale onde esta contido o minimo global ser
encontrado facilmente, uma boa convergéncia para o minimo global € dificil de ser obtida (Pi-
cheny et al., 2012). E possivel verificar que na Eq. (11) os métodos estocdsticos ainda que mdis
demorados apresentaram maior precisao na convergéncia. Foram mantidos todos os parametros
com os métodos estocasticos nos trés testes, entretanto os métodos deterministicos necessita-
ram de ajustes nos parametros iniciais para que fosse alcangado o 6timo da fungdo. O método
de Newton foi tomado como referéncia na comparacao do tempo de execuc¢do entre os demais
métodos na Eq. (11).

O método do Gradiente apresentou 293, 75% do tempo de execucdo comparado ao método
de Newton. O método DFP apresentou o mesmo tempo de execucdo que o método de Newton.
O método BFGS apresentou apenas 93, 75% do tempo de execuc¢do comparado ao método de
Newton.

O método Nelder-Mead apresentou apenas 93, 75% do tempo de execu¢do comparado ao
método de Newton. O método Luss-Jaakola apresentou 587, 5% do tempo de execugdo compa-
rado ao método de Newton. O método PSO apresentou 875% do tempo de execucao comparado
ao método de Newton. O método DE apresentou 4200% do tempo de execu¢do comparado ao
método de Newton.

Mesmo que os métodos apresentados nesse trabalho possuam caracteristicas distintas, € evi-
dente que ha proximidade em seus resultados.

6. CONCLUSAO

Analisando os resultados obtidos pela simulacao, € possivel concluir que os métodos deter-
ministicos e os estocdsticos alcangaram resultados numéricos proximos. Em todos os métodos
foram escolhidos parametros para que a comparagao fosse a mais justa possivel.

Observando o tempo necessario para convergéncia do método e o numero de lagos, pode-
se notar que os métodos deterministicos tendem a convergir mais facilmente para o 6timo da
funcdo, isto é, utilizam de menos recursos computacionais para convergir comparado aos es-
tocdsticos, entretanto, estes métodos dependem que a fung@o objetiva seja diferencidvel, caso
contrario serd criado um cendrio onde o método ndo convergird. Outro quadro onde os métodos
deterministicos podem divergir é quando o chute inicial € escolhido inadequadamente, durante
a execu¢do dos métodos foi necessario ajustar o chute inicial no método de Newton para que
este convergisse para o 6timo da func¢do, essa caracteristica € devida as estruturas dos métodos
deterministicos apresentarem sensibilidade ao chute inicial.

Os métodos estocdsticos, por sua vez, nao dependem que a funcao seja diferencidvel nem do
chute inicial, estas caracteristicas permitem solucionar uma ampla gama de fun¢des das quais
os métodos deterministicos ndo sdo factiveis, com o preco de terem maior custo computaci-
onal, houveram cendrios durante os testes onde o tempo de execucdo do método estocdstico
Evolucao Diferencial chegou a ser maior que 40 vezes o valor do tempo de execu¢ao do método
de Newton.
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COMPARISON BETWEEN DETERMINISTIC AND STOCHASTIC METHODS IN THE
RESOLUTION OF NON-LINEAR EQUATIONS

Abstract. This work consists of a comparative analysis between some stochastic and deter-
ministic methods used in solving nonlinear equations. The deterministic methods used were:
gradient, Newton method, DFP, BFGS and Nelder Mead. The Stochastics: DE (Differential
Evolution), PSO (Optimization by Swarm of Particles) and Luss-Jaakola. From the results ob-
tained, it was possible to verify that the deterministic methods presented a better convergence in
relation to the stochastics because they require less computational effort in their convergence,
among them is Newton’s method, converging with less loops than the others. It was noted that
stochastic methods require more time to converge, however all methods have obtained approx-
imate results.

Keywords: Nonlinear equations, Comparison, Deterministic methods, Stochastic methods, Op-
timization
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