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Resumo. Neste trabalho é apresentada uma comparacdo entre quatro métodos de otimizagdo
estocdstica jd consagrados na solucdo de problemas de minimizacdo de funcoes objetivos ndo
lineares, com o recém publicado método Alcateia. Os métodos utilizados para comparagdo
sdo: Luus-Jaakola, Simuleated Aneeling, Particle Swarm Optimization, Differential Evolution.
Esses métodos sdo utilizados na minimizagdo de algumas fungoes ndo-lineares determinadas,
como as funcoes Ackley, Sum Squares, Booth e Rosenbrock, onde realiza-se uma analise a
cerca dos resultados gerados individualmente por cada método e em seguida comparam-se o
desempenho dos mesmos, de forma que evidenciam a aplicabilidade e eficiéncia na resolu¢do
dos problemas propostos. Para isto, usou-se o software matemdtico Matlab, de modo que fo-
ram implementadas as referidas fungoes e posteriormente resolvidas computacionalmente pelos
métodos estocdsticos escolhidos. Os resultados obtidos sdo apresentados neste trabalho.

Palavras-chave: Metodos Estocdsticos, Otimizacdo, Fungoes Ndo-linear, Matlab

1. INTRODUCAO

Os métodos de otimizacdo estocdstica sdo bastante utilizados na minimizacdo numérica
de fungdes e problemas diversos que abragem as dreas de ciéncias exatas e da terra. Tais
métodos sao frequentes na busca de melhores adequacdes e/ou processos que envolvem pro-
blemas de otimizacdo. A resolucdo desses problemas, podem usar de métodos convencionais
de otimizacao j4 existentes. Entretanto, os problemas de otimizagdo globais sdo, na maioria das
vezes, ndo-lineares, desta forma, ao utilizar de métodos heuristicos e suas variacdes possibilitam
na resolucdo de problemas mais complexos.

Segundo Costa (2009), a partir da segunda metade do século XX técnicas de otimizacao com
base em processos aleatorios e ponderadas por alguma heuristica, conhecidas como técnicas es-
tocdsticas, ganharam destaques apds seus desenvolvimentos obterem alguns €xitos nas solugdes
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de problemas que até entdo eram desconhecidos. Desde entdo, foram desenvolvidas diversas ou-
tras técnicas de otimizacdo baseadas nos mesmos conceitos, porém com caracteristicas distintas
sem deixar as teorias heuristicas de lado, e puderam ser implementadas com maior eficiéncia no
decorrer do avancgo da capacidade de processamento dos computadores. Como consequéncia de
tais estudos, destacam-se alguns métodos que tornaram-se consagrados e foram criados, funda-
mentados, dessas ideias, como: o Luus-Jaakola (LJ), que tem como objetivo selecionar solucdes
aleatérias em uma regido de busca que decresce de tamanho com o decorrer das iteracdes; o
Simuleated Aneeling (SA), em que se baseia no processo de recozimento, onde um material é
fundido a alta temperatura e depois lentamente resfriado; o Particle Swarm Optimization (PSO),
inspirado no comportamento biologico de enxames e aspectos de adaptagdo social; o Differen-
tial Evolution (DE), que € um método heuristico com fundamento em estratégias evolutivas
populacional; e por fim um método pouco conhecido, por ser mais recente, o Alcatéia, inspi-
rado no comportamento dos lobos (Luus & Jaakola (1973); Kennedy (1995); Corréa (2013);
Corréa Jr (2015)).

Posto isto, o objetivo do presente trabalho é apresentar, por meio de testes computacio-
nais com func¢des ndo-lineares selecionadas, os resultados que evidenciam a aplicabilidade
e eficiéncia dos métodos supracitados na resolucdo de problemas de otimizagdo. Para isso
utilizou-se do software matemético Matlab.

2. METODO LUUS-JAAKOLA

A 1idéia basica do algoritmo estocastico de Luus-Jaakola (Luus e Jaakola (1973)) consiste
em selecionar solucdes aleatdrias em uma regido que decresce de tamanho com o decorrer das
iteracdes. Para iniciar o método, escolhe-se o tamanho de busca inicial r’; o niimero de lagos
internos (n;,;) € externos (n.,;); o coeficiente de contragdo c e a solugao inicial a* = «.

Para cada iteracdo j do lago interno, uma nova candidata a solu¢dao do problema serd dada
por,

ol = o + RIp0 (1)

onde R € uma matriz diagonal formada por nimeros aleatérios entre -0,2 e 0,2. Para cada nova
solucdo candidata, o valor do funcional € avaliado e, caso um menor valor seja encontrado (em
um problema de minimizagdo) faz-se,

*

at = o @)

Ao final de cada lago interno, enquanto o nimero de iterac¢ao ¢ for menor que 7., 0 raio de
busca deve ser contraido da seguinte forma,

r' = (1—c)rtb, 3)

3. METODO PARTICLE SWARM OPTIMIZATION

O PSO, desenvolvido por Kennedy e Eberhart (1995), € inspirado em um modelo de interacao
social. Cada individuo, ou particula, na posi¢do p, € uma soluciao candidata, a qual se move
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no espaco de busca com velocidade v, dinamicamente ajustada de acordo com sua prépria ex-
periéncia de movimento e pela experiéncia de movimento do grupo.
Em cada geragao t, as particulas () sao manipuladas de acordo com as seguintes relagdes,

pi(t+1) = pi(t) + vi(t + 1), (5)

onde w € denominado termo de inércia, c; e co sao coeficientes de aceleracao; ry e ry sao valores
randomicos no intervalo [0,1]; b; é a melhor posi¢do ocupada pela particula 7, e b, € a melhor
posicao encontrada por todo o grupo.

Altos valores para w favorecem a exploration, definida como a habilidade de explorar
regides do espaco de busca, enquanto pequenos valores de w promovem o que costuma-se
chamar de exploitation, que é a habilidade de concentrar a busca ao redor de uma area pro-
missora para refinar a solucio candidata. Além disso, baixos valores para c; e co promovem
uma trajetdria suave das particulas, enquanto que altos valores promovem maior aceleracio e
movimentos abruptos. Entretanto, valores pequenos para esses parametros de otimiza¢ao po-
dem render uma convergéncia lenta, enquanto valores altos podem render uma convergéncia
prematura.

4. METODO SIMULATED ANNEALING

O SA foi proposto por Kirkpatrik e Gellat (1983) e é baseado no processo de recozimento,
onde um material é fundido a alta temperatura e depois lentamente resfriado. A teoria desse
método consiste no fato de que, em temperaturas elevadas, o material possui uma configuragao
de alta energia, permitindo suas particulas se arranjarem aleatoriamente. A cada resfriamento
de temperatura, o material muda para uma configuracdo de energia mais baixa. O objetivo €
alcancar o nivel de energia minima, o que s6 acontece se a temperatura inicial Ty for suficiente-
mente alta e o processo de resfriamento for suficientemente lento. Se o resfriamento for rdpido,
o s6lido ndo atingird o nivel de minima energia e conterd inimeras imperfeicoes.

A idéia basica do algoritmo de otimizacao SA € permitir, no inicio do processo (temperatura
alta), que solugdes piores que a atual sejam selecionadas, visando facilitar a obtencao do 6timo
global. Quando a temperatura € baixa, apenas solu¢des que minimizem o funcional proposto
sdo aceitas. Os movimentos que pioram o valor do funcional sao permitidos de acordo com a
distribui¢ao de probabilidade,

AE

Pb— o (©6)

onde, AE € a variag@o da energia; k& é uma contante de Boltzmann, cujo valor utilizado neste
trabalho é 5 x 107°; e T é a temperatura de controle do recozimento.

O método € inicializado com a escolha da temperatura inicial e final, da solucdo inicial s e de
um nimero de iteracdes internas para cada temperatura. Inicialmente, faz-se s* = s. Enquanto
a temperatura 7' for menor que a temperatura final 7', para cada iteracdo interna, uma solugio
vizinha de s, s’, é obtida. Assim, a varia¢ao de energia AE é calculada como,
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NE = F(s') — F(s). (7

Se AE < 0, faz-se s = s’. Se o valor da fungdo objetivo para s’ for menor que o valor
atual (F(s*)), a solu¢do é imediatamente aceita, e assim s* = s’. Caso contrario, o valor da
probabilidade (Pb) serd comparado com um ndmero gerado aleatoriamente entre O e 1, obtido
na iteragdo. Se o valor retornado Pb for maior que o nimero aleatério, o estado vizinho s/,
mesmo possuindo custo superior ao da solugdo atual, serd selecionado, s = s'.

Ao final de cada lago interno a temperatura € reduzida. O resfriamento € executado, multiplicando-
se a temperatura por uma variavel «,., tal que 0 < «a, < 1. Em geral, quanto mais «, estd
proximo de 1, melhor € o resultado obtido e maior é o nlimero de iteracdes necessarias.

5. METODO DIFFERENTIAL EVOLUTION

O DE foi desenvolvido por Storn e Price (1995), e trata-se de um método de busca direta
estocastica que surgiu da tentativa de resolver o problema de ajuste polinomial de Chebychev.

O método DE € inicializado com a escolha de uma populag¢do composta por N, individuos
espalhados pelo espaco de busca. Cada individuo é um vetor, cujo nimero de componentes €
igual ao nimero de parametros do problema a ser resolvido. Essa populagdo passara por trés
estagios para chegar a proxima geracao. Sao eles: mutacao, cruzamento e selecao.

Na mutacgio, a populagdo € modificada adicionando-se, a um terceiro individuo, a diferenca
vetorial ponderada entre dois individuos aleatorios da populacdo. Sendo x,, X, € X; vetores
distintos entre si e escolhidos aleatoriamente de uma populagdo composta por N, individuos, o
vetor x,, serd perturbado, resultando no vetor modificado ou doador (v), dado na (¢+ 1)-ésima
iteracdo, através da seguinte expressao:

Vngl =x? + F,,(X?Y —x1), (8)

onde F,, € um nimero real positivo pertencente ao intervalo [0, 2] e denominado fator de
perturbagdo.

O cruzamento € introduzido para aumentar a diversidade dos individuos que sofrem mutagao.
As componentes do individuo doador, v,4(7)4"!, sdo misturadas com as componentes x,(7)? de
um individuo x¢, escolhido aleatoriamente (vetor alvo), resultando num vetor tentativa ou ex-
perimental vf“. As componentes do vetor experimental, vtqﬂ, sdo escolhidas pela seguinte

comparagao:

vq(i)it, se rand; < P..

g+l _
vi(i) X,(1)?, se rand; > P., i=1,...,

N,. ©)
onde n,, refere-se ao nimero de componentes do vetor x,, rand; € um nimero gerado aleato-
riamente e P, € a probabilidade de cruzamento, ambos no intervalo [0,1]. P. é escolhido pelo
usuario e representa a probabilidade de o vetor experimental herdar os valores das varidveis do
vetor doador. Este tipo de cruzamento € denominado cruzamento binomial.

O operador selecao realiza um teste sobre a populagcdo gerada. Se o valor do funcional (ou
funcao objetivo) do vetor experimental for menor que o valor do funcional para o vetor alvo,
entdo o vetor experimental serd escolhido para a proxima geracao. Caso contrario, o vetor alvo
¢ mantido na préxima geracao.
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6. METODO ALCATEIA

Sejam dados um conjunto D C R” e uma fun¢do f : 2 — R, onde 2 C D. O algoritmo
Alcateia trata-se de uma metaheuristica para o problema de achar um minimizador (ou maximi-
zador) de f no conjunto D. Podendo, tal problema, ser escrito como:

min f(x) sujeito a x € D. (10)

Ou seja, o problema consiste em encontrar uma solugdo X, com x € D, tal que f(z) <
f(x), ¥Yx € D. Para a resolu¢do do problema supracitado, parte-se da caracteristica com-
portamental do lobo alfa em basear-se em escolhas plausiveis para a captura da presa com o
enfoque no sucesso da caga. Durante a execu¢do do método Alcateia, os lobos estdo suscetiveis
a mudancgas hierdrquicas, ou seja, a cada momento serd nomeado como lobo alfa aquele que
escolher a melhor presa, ou seja, a melhor solucdo durante aquela iteragdo. Além disso, ha o
coeficiente de independéncia, que faz com que os outros lobos tendam a buscar abater a presa
que o lobo alfa estd indicando, refinando assim, a cada iteragdo, a solu¢ao encontrada até chegar
a solucdo 6tima para o problema proposto.

O ntimero de lagos internos € contraido por uma propor¢ao conforme sdo executados os
lacos externos.

Simulando o comportamento dos lobos, podemos dizer que a cada lago interno, o lobo, esta
reposicionando-se no cerco da sua presa, € a cada laco externo o lobo estd indo em direcdo a
presa.

A seguir, apresenta-se, na Figura 1, o pseudo-cédigo do algoritmo Alcateia, com passo-a-
passo de seu funcionamento: Nota-se que nao hd no algoritmo um critério de parada, mas pode-
se, de acordo com a aplicagdo, definir algum critério, nao havendo necessidade de realizacdo de
todos os lagos estipulados.

O algoritmo foi implementado no software Matlab.

(1) Escolha o passo de busca inicial A // intervalo [a b]
(2) Escolha o mimero de iteragdes externas L.

(3) Escolha o mimero de iteragdes internas Ly

(4) Escolha o mimero de lobos Nigses

(5) Escolha o coeficiente de contragio ¢

(6) Escolha a constante de independéncia ia

(7) Gerar, aleatoriamente. uma solugfo inicial xg

(8) paraide 1l até L, faca

(9)  aux « xg // variavel auxiliar

(10) parajde 1 até L, faca

(11) para k de 1 até N, faga

(12) x[r.k] «— xo[=.k] + 2* A[k] // & € um vetor de numeros randdmicos entre -1 ¢ 1. # € o produto termo-a-termo de vetores.
(13) se f{x[:.k]) < fixg[: k]) entdo

(14) xo[:.k] — x[:.k]

(1) k] — fx[ kD)

(16) fim se

(17) fim para

(18) fim para

(19) [fxalfa p] — min(g) //funcdo min(g) retorna a componente de menor valor de g. fxalfa. ¢ sua posicdo p
(20) xalfa «— xo[:.p]:
(21) Li— Lix(1-c)

(22) para t de 1 até Nisos faca

23) xo[:.t] «— (1 xxo[:.t] + xalfa)/(isr1)
24 Alnt] +— [xo[:.t] - aux[:.1]

(25) fim para

(26) fim para

Figura 1- Pseudo-Cdédigo do método Alcateia
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No algoritmo Alcateia, x é uma matriz, onde as colunas z(:, k) representam os lobos. Em
outras palavras, z(:, k) so as varidveis que receberdo as possiveis solu¢des 6timas (presas) para
os problemas avaliados.

7. RESULTADOS E DISCUSSOES

Os métodos estocdsticos descritos neste trabalho foram implementados no software ma-
tematico Matlab, e acoplados as funcdes determinadas e conhecidas na literatura como, Ackley,
Sum Squares, Booth e Rosenbrock, com o intuito de evidenciar a aplicabilidade e efici€éncia dos
referidos métodos. Para a realizacio dos testes, algumas caracteristicas acerca da programagao
foram fixadas para todos os experimentos, desta forma, adotou-se a tolerancia de 1077ea quan-
tidade de duas varidveis, alterando apenas o intervalo de busca inicial [a, b], como mostra a
Tabela 1, o qual varia conforme o dominio de cada fun¢ao, apresentadas a seguir nas Figuras
2-5.

No método LJ e Alcateia utiliza-se um lago interno e um laco externo. O critério de parada
utilizado substitui o lago externo em ambos os métodos. Sendo assim, apenas ao final de todas
iteracoes do laco interno, serd verificado o critério de parada. Dessa forma, valores menores do
que a tolerancia adotada podem ser alcancados para as func¢des analisadas.

A Seguir € apresentada a funcdo Ackley. O grafico desta fungdo € apresentado na Figura 2.

f(x) = —20elVETEE) _ (8L cosema) 49 4 o (1D

Ackley Function

5 o
ndatder
SRk
AR

<40 40
x2 1

Figura 2- Grafico da fungdo Ackley. Fonte: Surjanovic & Bingham (2013).

Agora sera apresentada a fungdo Sum Square. O grafico desta funcdo € apresentado na
Figura 3.

fla)=> i (12)
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Figura 3- Graficos da func¢io Sum Square. Fonte: Surjanovic & Bingham (2013).

A funcao Booth € apresentada abaixo. Na Figura 4 apresenta-se o grafico da funcao.

f(x) = (z1 + 219 — 7)* 4+ (201 + 29 — 5)? (13)

Boath Function

3000
2500 .
2000

1500 .

fl=1.22)

iooa

s00
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Figura 4- Grafico da fung¢ao Booth. Fonte: Surjanovic & Bingham (2013).

A funcdo Rosenbrock € apresentada abaixo e seu grafico na Figura 5

f(z) =100(zy — 23)* + (z; — 1)? (14)

Anais do XXI ENMC - Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Biizios, RJ — 08 a 11 Outubro 2018



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Biizios - RJ

Rosenbrock Function
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Figura 5- Graficos da fun¢do Rosenbrock. Fonte: Surjanovic & Bingham (2013).

Tabela 1- Dominio de cada funcio

Ackley x; € [—32.768, 32.768] i=1,2
Sum Square x; € [—10,10] i=1,2
Booth x; € [—10,10] i=1,2
Rosenbrock x; € [—50,50] i=1,2

Os resultados obtidos dessa implementac¢do sdo explicitados nas Tabela 2 a 5. Desta forma,
em cada tabela compara-se a solu¢do analitica minimizadora com a sua aproximagao encontrada
pelos métodos LJ, PSO, SA, DE e Alcateia, para cada funcio apresentada anteriormente.

Tabela 2- Resultados Analiticos e Numéricos para a funcdo Ackley

Métodos Minimo Analitico Minimo Numérico
L] f£(0,0) =0 f(0.2141 x 107°,0.2521 x 107°%) = 4.5912 x 10~®
PSO £(0,0) =0 £(0.2609 x 1077,0.2006 x 10~7) = 9.3067 x 10~°
SA f£(0,0) =0 £(0.9685,0.9684) = 3.5745
DE f(0,0)=0 f(—0.1238 x 107°,0.2061 x 107%) = 6.8868 x 10~°
Alcatéia £(0,0)=0 £(0.0680 x 107'2,0.3530 x 1071%) = 1.0170 x 10~ 12
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Tabela 3- Resultados Analiticos e Numéricos para a fungdo Sum Squares

Métodos Minimo Analitico Minimo Numérico
LJ f£(0,0) =0 £(0.0002, —0.0012) = 1.1088 x 10~1Y
PSO f£(0,0) = £(0.0920 x 1072, —0.1073 x 1073) = 3.1467 x 107°
SA f£(0,0) =0 £(0.2023 x 107*, —0.0003 x 10~%) = 4.0912 x 10717
DE f(0,0)=0 £(0.0009,0.0024) = 7.3319 x 107®
Alcatéia f(0,0)=0 f(=0.0197 x 107,0.2536 x 1071) = 1.2897 x 10~*
Tabela 4- Resultados Analiticos e Numéricos para a fun¢do Booth
Métodos Minimo Analitico Minimo Numérico
LJ f(1,3)=0 f(1.0006,2.9977) = 9.3941 x 1073
PSO f(1,3) = £(1.0002,2.9998) = 9.9195 x 107
SA f(1,3)=0 f(1,3) =6.2212 x 10710
DE f(1,3)=0 £(1.0020,2.9961) = 5.7446 x 1078
Alcatéia f(1,3)=0 f(1,3) = 1.2070 x 1072°
Tabela 5- Resultados Analiticos e Numéricos para a fungao Rosenbrock
Métodos Minimo Analitico Minimo Numérico
LJ f(1,1)=0 £(0.9999,0.9982) = 2.2927 x 1078
PSO f(1,1) = f(1,1) =2.7653 x 10~®
SA f(1,1)=0 f(1,1)=0
DE f(1,1)=0 £(0.9984,0.9969) = 9.5563 x 1075
Alcatéia f(1,1)=0 f(1,1) = 4.1020 x 1072°

Vale ressaltar que todos os métodos foram inicializados randomicamente. Dos resultados
expostos, observa-se que todos os métodos conseguiram gerar uma aproximacao satisfatoria do
minimo de cada funcdo analisada. Em particular, pode-se notar que o método Alcatea obteve
os melhores resultados niimericos para cada fungdo escolhida. Por outro lado, métodos consa-
grados como o SA e LJ, também foram satisfatérios ao encontrar o minimo para cada uma das
funcgdes estabelecidas.

8. CONCLUSOES

O presente trabalho mostrou uma comparagdo entre o método Alcateia, recentemente apre-
sentado por Corréa Jr (2015), e outros métodos ja consagrados na solu¢cdo de problemas de
otimizacao nao linear. Como pode ser observado, o desempenho do Alcateia foi excelente para
todas as funcdes objetivo analisadas. Os métodos de otimizacao estocdstica sao cada vez mais
utilizados para resolver problemas ndo lineares de diversas areas do conhecimento por ter van-
tagens como, por exemplo, a ndo utilizacao de derivadas e nao ser necessario que a fun¢ao seja
continua.
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COMPARATIVE ANALYSIS ON THE PERFORMANCE OF THE ALCATEIA
OPTIMIZATION METHOD

Abstract. In this paper we present a comparison of five existing and established stochastic
optimization methods, more precisely the methods in the context of metaheuristic algorithms,
Luus-Jaakola, Simulateated Aneeling, Particle Swarm Optimization, (Ackley, Sum Squares, Bo-
oth, and Rosenbrock), where an analysis of the theory and fundamentals of the results generated
individually by each method and then their performance is compared, in a way that evidences
the applicability and efficiency in the resolution of the proposed problems. For this, Matlab
mathematical software was used, so that these functions were implemented and later solved
computationally by the chosen stochastic methods. The results obtained were satisfactory in the
search for minimums for each function.

Keywords: Stochastic Methods, Optimization, Nonlinear Functions, Matlab
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