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Abstract. Este trabalho almeja apresentar um método para resolucdo de equacdes diferenciais.
Neste sentido, introduziremos o método dos gradientes conjugados através de seus fundamentos
matemdticos. Em seguida, desenvolveremos um pseudo-codigo para a implementa¢do computa-
cional e, por fim, mostraremos os resultados de tal método aplicado a uma equagdo diferencial
parcial de segunda ordem. Para isto, consideraremos o processo de paralelizacdo do algoritmo
apresentado. Assim, analisaremos o tempo computacional gasto para a obtencdo da solucdo
com uma dada precisdo.

Para tanto, utilizaremos o OpenMP. Esta interface de programacdo de aplicativos de memoria
compartilhada permite a subdivisdo do dominio de discretizacdo em regiées menores para que
cada processador de um computador calcule as imagens desta sub-regido, ao invés de exigir
que os computos necessdrios sejam feitos por um uinico nicleo. Tal procedimento revela-se im-
portante na diminui¢cdo do tempo computacional gasto para obtermos os resultados, conforme
veremos no decorrer deste trabalho.

Keywords: Métodos de Krylov, Equagdes Diferenciais Parciais, Gradiente Conjugado, Computagdo
Paralela

1. INTRODUCAO

Durante a discretizacdo de equacdes diferenciais, ¢ comum nos depararmos com a resolucao
de sistemas algébricos. Contudo, este pode ser um problema consideravel se for preciso realizar
operacdes com a matriz dos coeficientes na determinacao de solugdes.

O método dos gradientes conjugados € um processo iterativo utilizado para resolugdo de sis-
temas de equagdes algébricas. Tal técnica é oriunda dos métodos iterativos de Krylov, os quais
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possuem um diferencial em relacdo aos métodos usuais visto que aqueles ndo envolvem o ar-
mazenamento de matrizes. Desta forma, estes métodos sdo computacionalmente mais vidveis.
E preciso observar que, ao adotarmos uma das técnicas de Krylov, estaremos, na prética, trabal-
hando com um problema de otimizacao. De fato, dada uma equagdo matricial na forma:

Az =b (1)

onde x e b sdo vetores de ordem n x 1 e A é uma matriz de ordem n, n > 0; o que se almeja
¢ minimizar o residuo desta equacgdo, isto €, procuraremos uma aproximacao da solugdo x* tal
que o valor de

b— Az 2)

seja 0 menor possivel.

2. METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

Nesta secdo descreveremos alguns dos métodos de espacos de Krylov para equagdes lin-
eares. Ao contrario dos métodos iterativos estaciondrios, este ndo usa uma matriz de iteragdo.
Para desenvolver esta técnica, considere a Eq. (1) e o seguinte espago vetorial:

Kp =< 10, Arg, ..., AF lrg > k> 1 (3)

O espaco i, é chamado de k - ésimo subespaco de Krylov. Agora, sejam xg e 7 a solugdo
e residuo iniciais da Eq. (1), respectivamente, e consideremos o espacgo afim:

zo + Ky C))
A sequéncia {ry },>o denotard a sequéncia de residuos:
T = b— Al’k (5)

Suponhamos ainda que a matriz A, de ordem n é simétrica positiva-definida e definiremos
a seguinte norma:

|2||a = Vol Ax 6)

O método do gradiente conjugado consiste na minimizacao da seguinte fungao:

o(z) = % TAz — 27 (N

sobre zy + K. Note que, se 2** minimiza a Eq. (7) entdo:
Vo(x™) = Az™ —b=10 (8)

e, portanto, z** = z*. Desta forma, minimizar a Eq. (7) é o mesmo que minimizar ||2** — z*|| 4.
Para resolver tal problema, enunciaremos alguns resultados cuja demonstracdes encontram-se

Anais do XX ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e VIII ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Nova Friburgo, RJ — 16 a 19 Outubro 2017



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Biizios - RJ

em (Kelley, 1995).

Lema 2.1: Seja S C R™. Se xz;, minimiza ¢ sobre S entdo xj minimiza ||z* —z||4 = ||r|| a1
sobre S.

Teorema 2.1: Sejam A uma matriz simétrica positiva-definida e {z } as iteracdes do método
do Gradiente Conjugado. Sejam ainda k& um inteiro ndo - negativo dado e {p;} um polinémio
de grau k tal que py(0) = 1. Entdo:

[l = "]

< max z )
||.CEO—.Z‘*HA z€0(A) |pk( )|

onde o(A) é o conjunto dos autovalores de A.

Definigcdo 2.1: O conjunto dos polindmios residuais de grau k € dado por:
Py = {p|p é um polindmio de grau k e p(0) = 1} (10)

Desta forma, o método dos gradientes conjugados pode ser visto como a andlise de uma
sequéncia de polindmios residuais sobre o(A). Além disso, este método pode ser visto como
direto e, portanto, finito. Isto pode ser visto nos seguintes resultados:

Teorema 2.2: Seja A uma matriz simétrica positiva-definida de ordem n. Entdo, o método
dos gradientes conjugados encontra a solucao em n iteragdes.

Teorema 2.3: Seja A uma matriz simétrica positiva-definida com autovetores {UZ}Zzlgn
Seja b uma combinagdo linear de k autovetores de A:

n

b= (11)

i=1

Entdo, o método dos gradientes conjugados para Ax = b considerando xy = 0 converge apds k
iteragoes.

Teorema 2.4: Seja A uma matriz simétrica-positiva definida de ordem n. Suponha que ex-
istam exatamente k autovalores de A, k < n? Entdo, o método dos gradientes conjugados
converge no miximo apos k iteracoes.

E bom lembrarmos, neste momento, que um algoritmo computacional, em geral, ndo roda
até encontrarmos uma solugdo exata. Neste sentido, € preciso estabelecer um critério de parada.
Usualmente, pediremos que tenhamos residuos muito pequenos. Isto significa que o algoritmo
encerra com a seguinte condi¢do:

16— Azy|[ < nl[b]] (12)

para 7 suficientemente pequeno. Neste caso, ||.|| denota a norma euclidiana. Observe que, neste
ponto, devemos estabelecer uma relacdo entre a norma euclidiana e a norma definida na Eq. (6).
Os lemas a seguir mostram como estas normas se relacionam:
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Lema 2.2: Seja A uma matriz simétrica positiva-definida com autovalores A\ > Ay > ... >
An. Entdo, para todo z € R",

|AY22]] = [|2]|a (13)
e
Vall2]|a < [AZ]] <V Ad]2]]a (14)
Lema 2.3:
B[] 116 — Azy||  [|b — Axy] \/7!!%—:6 %
= (15)
ol [I0]] b — Azo|| — ||z* — zol[ 4
e
16— Azy|| _ /EKa(A)||rol| [z — 2*|]a
< . (16)
|10]] |10]] ||a* — xo||a

onde K5(A) é chamado niimero de condi¢do da matriz A.

Os lemas acima mostram que o nimero de condi¢do da matriz A deve estar préximo de 1
para que o método convirja rapidamente. A busca por hipdteses que sejam necessarias para que
tal nimero seja aproximadamente o nimero de condi¢do ideal € chamado pré-condicionamento.

3. IMPLEMENTACAO DO METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS

O método dos gradientes conjugados depende do fato de que, uma vez conhecido xy, ou
xr = x* ou uma direcdo py 1 ndo nula deve ser encontrada de forma que x;, 1 = T + Qg 1Prs1
para algum escalar oy, 1. O resultado a seguir mostra como tal direcdo pode ser encontrada.

Teorema 3.1: Seja A uma matriz simétrica positiva-definida e suponha que rj é ndo nulo.
Defina p, = 0. Ent3o:

P+l = Tk + Brr1pr para algum G 1 e k > 0 (17)
Pode-se mostrar ainda que, para fins de implementa¢do computacional, € interessante usar

os parametros dados pelo lema a seguir.

Lema 3.1: Seja A uma matriz simétrica positiva-definida e suponha que 7, é ndo nulo.
Entao:

Qs = il (18)
Pr1 APk
€
2
Tk
Bry1 = H—H2 (19)
|7l

Postos estes resultados todos, passemos a descrever um algoritmo para utilizarmos o método
do gradiente conjugado:

Anais do XX ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e VIII ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais,
Nova Friburgo, RJ — 16 a 19 Outubro 2017



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Biizios - RJ

1. 7=b— Ax,po = ||r|[}, k=1

2. Faga enquanto ,/py_1 > €||b|| e k < kmax

3. Se k = 1 entdo p = r; caso contrario 5 = py_1/pr_2ep =1+ [p
4. w= Ap

5. a=pp_1/ptw

6. zr=x+ap

7. r=r—aw

8. pr = |Ir|]”

9. k=k+1

Note que a matriz A ndo precisa ser construida ou armazenada pela memoria do computador.
Neste caso, precisaremos apenas implementar alguma rotina que calcule o produto de uma
matriz por um vetor.

4. OPENMP

Em diversos problemas como, previsao do estado futuro da atmosfera para prever fendomenos
meteoroldgicos (furacdes, tempestades e etc), andlise do comportamento de agdes no mer-
cado, mineragdo de dados para fins militares, além da acuracia nas solucdes € primordial que o
tempo gasto para se chegar aos resultados seja o menor possivel. Outras inimeras simulacdes
numéricas também demandam um tempo computacional elevado devido a natureza complexa
do problema matematico conforme visto em (Chandra, 2001).

Nesse contexto, a computacdo de alto desempenho fornece recursos que se destinam a
otimizar o processamento de simulagdes numéricas. Uma das técnicas mais importantes € a
computacdo em paralelo de clusters e supercomputadores conforme apresentando em (Chap-
man, 2008). Atualmente as metodologias mais empregadas para processamento em paralelo
s@o as de memoria distribuida e memdria compartilhada.

O processamento em paralelo com arquitetura de memoria compartilhada resume-se na di-
visdo de tarefas entre os processadores que compartilham a mesma memodria. Neste sentido,
(Chapman, 2008) refere-se a maquinas com essa arquitetura pela sigla SMPs (Symetric Multi-
Processor). As ferramentas de programacao paralela mais comuns em SMPs sdo aquelas com
threading explicito e as baseadas em diretivas de compilacdo. Entre os procedimentos que uti-
lizam diretivas de compilagdo um dos padroes mais difundidos estd o OpenMP, que especifica
um conjunto de diretivas, fun¢des e varidveis de ambiente para tornar o programa paralelo.

Segundo (Chapman, 2008), o OpenMP ¢ uma interface de programacdo de aplicativos de
memoria compartilhada (API), nao sendo uma nova linguagem de programacgdo. Em vez disso,
sdo instrugdes que podem ser adicionadas a programas sequenciais (Fortram, C ou C++) para
descrever de que maneira o trabalho deve ser compartilhado entre as threads que serdo execu-
tados em diferentes processadores (ou nucleos) e para solicitar acessos a dados compartilhados
(se necessario). A métrica pela qual se mede o quanto o tempo despendido pode ser melhorado,
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em comparacdo com o uso de um tnico processador, é chamada, segundo (Chandra, 2001), de
Speedup e é calculado da seguinte forma:

_r@ 20)

T(N)

onde S é o Speedup e T'(N) é o tempo gasto para N processadores.
O speedup de um programa usando multiplos processadores em computagao paralela € limitado
pelo tempo da fracdo sequencial. Ao estudar o algoritmo do método Gradiente Conjugado €
necessdrio identificar as partes que podem ser paralelizadas, nesse caso, com o uso do OpenMP.
Dessa forma, todas as operacdes que envolvem vetores € matrizes podem ser paralelizadas com
uso da diretiva de compilag@o: pragma omp parallel for. Essa diretiva atua sobre estruturas “for”
(tanto simples como encadeadas). Por exemplo, no caso especifico das operacdes r = r — aw,
xr = x + ap do algoritmo, temos respectivamente os seguintes codigos:

#pragma omp parallel for shared(alfa)
for (inti=0;1; N; ++i)

{

r[i] = r[i] — alfa*w][i];

}

#pragma omp parallel for shared(alfa)
for (inti=0;1; N; ++i)
{

x[i] = x[i] + alfa*pli];

}

5. Exemplo Numérico

Nesta se¢do, analisaremos um exemplo-teste para ilustrar como o método dos gradientes
conjugados pode nos auxiliar a determinar soluc¢des utilizando pouco tempo computacional. O
algoritmo foi implementado em C++ e o grafico foi gerado em Calc-LibreOffice. Considere a
seguinte equacgao diferencial:

—V(COS(%, y>vu) = f(x,y) 2D

Neste caso, f(z,y) = —10e*"" [y(1—y)(a(x, y)sen(z) —b(z, y)cos(z)) +2x (1 —x)cos(x)],
onde:

a(r,y) =1+ 452" — 2z — 4.52°° (22)

E

b(x,y) = 24.752%5 + 20.252% — 20.252° — 33.752*° — 2 (23)
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Além disso, as condi¢des dadas para esta equagdo sao:
u(z,0) = u(z,1) = u(0,y) = u(l,y) = 0,0 <z,y <1 (24)

Em particular, a Eq. (21) admite como solucdo analitica a fun¢do:

u(w,y) = 10zy(1 — z)(1 - y)e* (25)
Para a discretizacdo, utilizamos o método das diferencas finitas centradas, conforme de-
scrito em (Subramaniam Gilat, 2008). Desta forma, obtivemos um sistema matricial da forma
Ax = b, onde A € uma matriz simétrica positiva-definida, o que possibilita utilizar o método
dos gradientes conjugados. Além disso, procuramos uma solu¢do aproximada com erro inferior
a 1075 em relagfio a solugdo real. Neste caso, resolvemos o problema em 21 horas, ao usar uma
malha suficientemente refinada. Registramos ainda que rodamos o algoritmo em um computa-
dor dotado de processadores Intel Xeon E5-2420.
Em um segundo momento, aplicamos no algoritmo o pré-condicionamento de Jacobi, con-
forme descrito em (Kelley, 1995). Novamente, resolvemos o mesmo problema com as mesmas
condi¢des. Porém, neste caso, obtivemos o resultado desejado em cerca de 23 horas. De-
vemos ressaltar que o pré-condicionamento garante a convergéncia do método sempre que o
determinante da matriz A nao for nulo. Desta forma, esta técnica costuma ser adotada na maio-
ria dos casos. Posteriormente, aplicamos processos de paralelizacdo em partes do algoritmo
pré-condicionado usando o OpenMP, o que permitiu a ampliagdo da quantidade de proces-
sadores utilizados para resolver o problema posto. Mais precisamente, aplicamos diretivas de
compilacdo nos passsos 4 a 7 do algoritmo descrito na Secao 3. Tal ferramenta pode ser apli-
cada, visto que o algoritmo apresentado trata o método dos gradientes conjugados como um
problema de otimizacdo. Com isso, conseguimos determinar a mesma solucao aproximada em
cerca de sete horas e meia.

6. Analise de Resultados

A Figura 1 mostra a curva de speed-up, ou seja, a relagc@o entre o tempo gasto para solucionar

numericamente a Eq. (21) com um unico processador e o tempo gasto com N processadores.
Por exemplo, ao observarmos tal curva, verificamos que com seis processadores obtivemos o
valor 2 para speed-up. Logo, utilizando apenas um processador gastamos o dobro do tempo
necessdrio para determinarmos a mesma solucao usando seis processadores. Analogamente,
podemos dizer que com seis processadores reduzimos pela metade o tempo gasto em relagdo
aquele dispensado com apenas um processador.
Deste modo, o gréfico exibido constata que, para reduzirmos o tempo de obtencio da solugdo
em sessenta e seis porcento, sao necessarios vinte e dois processadores. A partir deste ponto,
verificamos que o processo se torna obsoleto, isto €, a quantidade de processadores se torna
irrelevante para a diminui¢cdo do tempo gasto.

Além disso, observemos que o algoritmo pré-condicionado gasta duas horas a mais para
obter a soluc¢do em relacdo ao algoritmo sem pré-condicionamento. Porém, ao paralelizarmos
aquele, reduzimos em aproximadamente um terco o tempo necessario para resolvermos numeri-
camente a Eq. (21) ao compararmos com este. Perceba que, neste caso, estamos utilizando uma
ferramenta que nos garante a convergéncia para a solu¢do em um tempo consideravelmente
menor.
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Figure 1- Curva de Speed Up.

7. CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo para método dos gradientes conjugados que
dispensa o armazenamento de matrizes, sendo apenas necessdria a inser¢cao de uma rotina que
faca o produto de uma matriz por um vetor. Isto ja é um diferencial importante sobre outros
métodos de resolucao de sistemas lineares. Em geral, ao construir-se tal rotina, inserem-se ape-
nas as equacdes que surgem no momento em que se discretiza a equagdo. Contudo, nem sempre
temos garantia de que tal método ird convergir. Assim, muitos autores se dedicam a apresen-
tar métodos de pré-condicionamento para garantir a convergéncia da solu¢cdo com o custo do
aumento do tempo computacional gasto. Porém, ao tratarmos o método dos gradientes conju-
gados como um problema de otimizacdo, conseguimos paralelizar parte do algoritmo, o que nos
permitiu observar uma reducgao significativa do tempo gasto. Mesmo tendo aplicado um pré-
condicionamento simples, os resultados indicam que a computacdo paralela € uma ferramenta
importante para tornar mais agil a aplicacdo de tais técnicas. Sendo assim, podemos adapti-la
para outras formas de pré-condicionamento dependendo do problema adotado.
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PARALLEL COMPUTING OF THE CONJUGATED GRADIENTS METHOD APPLIED
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TO THE RESOLUTION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS: A STUDY USING
OPENMP

Abstract. This work aims to present a method for solving differential equations. In this sense,
we introduce the method of conjugate gradients through its mathematical foundations. Next,
we will develop a pseudo-code for the computational implementation and, finally, we will show
the results of such method applied to a second order partial differential equation. For this, we
will consider the process of parallelization of the presented algorithm. Thus, we will analyze
the time to obtain the solution with a given precision.

For this, we will use OpenMP. This shared memory application programming interface al-
lows subdivision of the discretization domain into smaller regions so that each processor in
a computer computes the images of this sub-region, rather than requiring that the necessary
computations be done by a single core. This procedure proves to be important in decreasing the
computational time spent to obtain the results, as we will see in the course of this work.

Keywords: Krylov Methods, Partial Differential Equations, Conjugate Gradient, Parallel Com-
puting
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