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Resumo. Neste trabalho é estudada a equação de Blasius. Ela foi originalmente proposta para
estudar a espessura da camada limite de um fluido que passa sobre uma superfı́cie sendo que a
velocidade relativa entre o fluido e a parede é não nula mas efeitos térmicos são desprezı́veis.
É uma equação diferencial de terceira ordem não linear que, como será mostrado, faz parte
dos modelos de difusão anômala utilizando-se de equações diferenciais de ordem superior.
Além disso, mostra-se que usando o método de Otimização de Parâmetros, pode-se obter uma
solução numérica precisa para a equação de Blasius, transformando o problema de contorno
em um problema de valor inicial.

Palavras-Chave: Equação de Blasius, Difusão, Camanda Limite, Método de Otimização de
Parâmetros, Equação de Myers

1. INTRODUÇÃO

A difusão anômala é um assunto com crescente interesse e várias abordagens distintas (Tsal-
lis e Lenzi, 2002; Tsallis e Bukman, 1996). Alguns resultados experimentais recentes (Combe
et al., 2015; Miramontes et al., 2014; Paiva et al., 2013) apontam na direção de que ela deve ser
mais comum do que o termo anômalo deixa subentendido, tendo aplicações em várias áreas tais
como estudo de sistemas caóticos, sistemas biolóogicos e até mesmo na dinâmica econômica
(Hidalgo e Tello, 2017; Wegler, 2004; Hughes e Armitage, 2010; Sornette, 2003). Em relação
ao processos anômalos aplicados à eletroquı́mica, Oliveira e coaboradores (Oliveira et al., 2013;
Vieira e Oliveira, 2017) mostraram que a abordagem de campo médio é eficaz para reproduzir
o comportamento da curva de polarização de uma membrana de transporte iônica, comparando
com o modelo PS (Sistat e Pourcelly, 1999), o que fica claro nas observações numéricas, nesse
modelo, a anomalia é provocada pela interação das partı́culas com um campo externo. Também
mostraram que uma generalização do modelo PS pode ser facilmente obtida no caso de den-
sidade de carga constante (no tempo) no interior da membrana, mas no estado estacionário a
densidade de carga depende da corrente através da membrana. Possivelmente a difusão anômala
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Figura 1- Camada Limite

está associada aos processos quânticos já que estes por sua vez demandam a inclusão de efei-
tos difusivos para explicar o comportamento aparentemente clássico dos objetos macroscópicos
(Oliveira et al., 2006; Oliveira e Amarante-Segundo, 2009).

Processos anômalos têm tantos exemplos de aplicação na ciência básica que obviamente não
poderia deixar de estar presente nas aplicações de Engenharia e Medicina (David et al., 2011;
Capelas et al., 20114; Loverro, 2004; Peng et al., 1993). Machado e Galhano sugerem que o
cálculo fracionário é útil para o projeto de hélices distribuı́das na aviação (Machado e Galhano,
2018), a idéia é fazer uma analogia entre o sistema aerodinâmico e um sistema elétrico. Carpin-
teri, Chiaia, e Cornetti argumentam como a microestrutura de materiais agregados é modelada
por fractais em vez de conjuntos inteiros (Carpinteri et al., 2001). Em outra área de aplicação,
sabe-se que teoria padrão de lubrificação leva a uma equação parabólica de quarta ordem que
não obedece a equação de difusão normal (Myers, 1998, 1996), sendo mais um caso de difusão
anômala. Esse tipo de equação está diretamente relacionada com a equação de Landau-Levich
(Landau e Levich, 1942). O problema de Blasius (Blasius, 1908) consiste no esudo da camada
limite de um fluido que passa próximo a uma superfı́cie plana. A modelagem é por meio de
um sistema de equações diferenciais de terceira ordem que é um caso particular da equação
para filmes finos de (Myers, 1998), assim, pode-se dizer que é um tipo de equação de difusão
anômala.

2. EQUAÇÃO DE BLASIUS

A camada limite é uma região do escoamento próximo a uma parede, na qual os efeitos
viscosos são apreciáveis, veja Figura 1.

A placa é considerada plana, portanto a altura da camada limite é uma função de x (Figura
1), e é o objeto de cálculo. Adimitindo escoamento em regime permanente, incompressı́vel e
laminar, dissipação viscosa desprezı́vel e propriedades do fluido constantes, seguindo de perto
(Icropera e DeWitt, 2012), tem-se que
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u =
dx

dt

v =
dy

dt
,

em que u e v são as velocidades na direção x e y respectivamente. Da equação da continuidade,
tem-se

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0. (1)

E a equação do momento é

u
∂u

∂x
+ v

∂v

∂y
= v

∂2u

∂y2
(2)

em que faz-se ∂p
∂x
≈ 0. Usando a ção da energia obtem-se

u
∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
= α

∂2T

∂y2
+
υ

cp

(
∂u

∂T

)2

, (3)

já que a força viscosa é desprezı́vel, tem-se

υ

(
∂u

∂T

)2

≈ 0. (4)

Para conservação de massa tem-se

u
∂ρA
∂x

+ v
∂ρA
∂y

= DAB
∂2ρA
∂y2

. (5)

Agora definindo uma nova relação para u e v em termos de um potencial ψ

u =
∂ψ

∂y
and v = −∂ψ

∂x
, (6)

tem-se que a equação (1) é automaticamente satisfeita. Agora, definindo uma nova função f na
forma

f(η) =
ψ

√
u∞υx

(7)

e

η =

√
u∞
υx

(8)

tem-se portanto que

u = u∞
df

dη
(9)
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v =
1

2

√
u∞
xυ

(
η
df

dη
− f

)
. (10)

Agora usando propriedades da regra da cadeia, tem-se que

∂u

∂x
= −u∞

2x

√
u∞
vx

d2f

dη2
= −u∞

2x
η
d2f

dη2
(11)

∂u

∂y
= −u∞

√
u∞
vx

d2f

dη2
(12)

∂2u

∂y2
=

u2∞
vx

d3f

dη3
, (13)

desta forma chega-se a Equação de Blasious que é

d3f

dη3
+

1

2
f
d2f

dη2
= 0 (14)

f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′(∞) = 1. (15)

Para a temperatura tem-se que

d2H

dη2
+

Pr

2
f
dH

dη
= 0 (16)

H(0) = 0, H(∞) = 1, (17)

sendo

H =
T − T∞
Ts − T∞

. (18)

Finalmente o sistema é reduzido a

d2H

dη2
+

Pr

2
f
dH

dη
= 0 (19)

d3f

dη3
+

1

2
f
d2f

dη2
= 0 (20)

Com as condições de contorno dadas por H(0) = 0, limη→∞H(η) = 1, f(0) = df
dη

(0) = 0

e limη→∞
df
dη

(η) = 1.
A solução para a temperatura H pode ser obtida facilmente definindo uma nova variável Θ

e uma nova função γ na forma

Θ =
dH

dη
, (21)

γ(η) =

∫ η

0

f(u)du. (22)
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Tanto Θ como H podem agora ser escritos como função de γ e são dados por

Θ(η) = Θ(0) exp

[
−Pr

2
γ(η)

]
(23)

H(η) =

η∫
0

Θ(0) exp

[
−Pr

2
γ(u)

]
du (24)

onde Θ(0) é

Θ(0) =
1

∞∫
0

exp
[
−Pr

2
γ(u)

]
du

. (25)

Como o sistema dados pelas equações (19) e (20) é um sistema de contorno não linear com
condição no infinito, logo é de difı́cil solução, tanto numericamente quanto analiticamente.
Embora Liao tenha encontrado uma solução analı́tica via série de Liao (Shijun, 2012), entre-
tanto, a mesma é de complexa análise e portanto de difı́cil obtenção dos dados assim, utiliza-se
e o método de otimização de parâmetros (Oliveira, 2019) para resolver o sistema. A grande
vantagem da abordagem de Blasius é que as eguação da camada (f ) passa a não depender da
temperatura (H) mas o gradiente de temperatura é função de camada (f ).

3. DIFUSÃO ANÔMALA VIA DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

A tensão superficial na teoria padrão de lubrificação (Myers, 1998) leva a uma equação
parabólica não-linear de quarta órdem que é da forma

∂h

∂t
= − ∂

∂x

{
C
h3

3

∂3h

∂x3
+ f(h,

∂h

∂x
,
∂2h

∂x2
)

}
(26)

em que h = h(x, t) é a altura do filme de fluido. No regime estacionário essa equação se reduz

C
h3

3

∂3h

∂x3
+ f(h,

∂h

∂x
,
∂2h

∂x2
) = K (27)

em que K é uma constante. Esta equação tem sido usada para modelar fluxos de fluidos em
vários casos, como revestimento, drenagem de espumas entre outros (Myers, 1998, 1996) . A
difusão com retenção proposta por Bevilacqua e colaboradores (Bevilacqua et al., 2011a, 2013,
2016, 2011b) é um caso particular desse tipo de processo. Entretanto (Almeida e Oliveira, 2018)
salientam que esse tipo de processo não é dedutı́vel a partir de um processo com retenção.

Seguindo nesta linha, como caso particular, o problema de modelagem para filmes finos tem
sido objeto de estudo.

3.1 Equação de Blasius a partir da Equação de Myers

A equação 26 em seu regime estacionário é dada por

∂

∂x

{
G(h)

∂3h

∂x3
+ f(h,

∂h

∂x
,
∂2h

∂x2
)

}
= 0. (28)
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A equação de Blasius é obtida fazendo-se G(h) = 1, e f = 1
2
h∂

2h
∂x2

) e K = 0, assim tem-se

∂3h

∂x3
+

1

2
h
∂2h

∂x2
= 0. (29)

Como pode-se ver, a equação de Blasius é na verdade um caso particular da equação de Myers
e portanto, também pode ser considerada como uma espécie de modelo difusão via derivadas
de ordem superior, sendo assim, a primeira equação do tipo.

4. MÉTODOS

Para solução da equação de Blasius utilizamos o método de Otimização de Parâmetros (Oli-
veira, 2019) para isso, considera-se o estado estacionário regido pela Equação (29), da qual
diretamente obtem-se

∂3h

∂x3
+

1

2
h
∂2h

∂x2
= 0. (30)

As condições de contorno foram fixadas para x ∈ [0,∞), sendo conhecidas h(0) = 0,
h′(0) = 0 e h′(∞) = 1. E de valor inicial h”(0) é desconhecido. O nosso objetivo é transformar
esse problema de contorno em um problema de valor inicial. Assim, reescreve-se a Equação 30
na forma vetorial, fazendo Y1(x) = h(x), Y2(x) = h′(x), Y3(x) = h”(x), e obtem-se sistema:

 Y ′1
Y ′2
Y ′3

 =

 Y2
Y3

−αY1Y2

 (31)

O vetor de condições iniciais é Y1(0)
Y2(0)
Y3(0)

 =

 0
0
z

 (32)

sendo z desconhecido. A constante α é um parâmetro livre sendo que para α = 1
2

o sitema
representa a equação de Blasius original (Blasius, 1908).

Agora, define-se a função objetivo a ser minimizada na forma:

Obj(z) = [Y2(z, η∞)− 1]2 + [Y3(z, η∞)]2 (33)

em que Yi(z, x) é a solução em x do problema de valor inicial dado pelas equações (31) e (32)
observados os valores de (z, η∞). A variável η∞ é o limite de integração usado para representar
infinito.

O método consiste, então, em achar uma solução para o seguinte problema de otimização:

(z∗, η∗∞) = arg min
z,η∞

Obj(z, , η∞). (34)

Os valores (z∗, η∗∞) completam a parte desconhecida do PVI em questão, e uma solução
pode ser encontrada. Em princı́pio, η∞ deveria se infinito, entretanto, a solução pode ser encon-
tada para η∞ � 1 sendo que a solução converge para valores relativamente pequenos de η∞. O
método de otimização utilizado neste trabalho foi o método do gradiente, mas qualquer método
pode ser usado.
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Otimização Fazio
α F ′′(0) Objn F ′′(0) Objn

1/2 0.3320573362156 � 1E-20 0.332057336215 8.79E-13
1 0.4695999883613 � 1E-20 0.469599988361 3.09E-13

Tabela 1- Comparação entre os resultados encontrados via otimização de parametros e os resultados
encontrados por (Fazio, 1992).

5. RESULTADOS NUMÉRICOS

Nesta seção mostra-se nossos resultados numericos e compara-se com os encontrados por
(Fazio, 1992). Como pode-se ver na Tabela 1, os resultados encontrados pelo método de
otimização de parâmetros e o resultados encontados por (Fazio, 1992) estão em perfeito acordo.

Os resultados encontrados via otimização apresentam uma pequena precisão maior que o
resultado de (Fazio, 1992)(apenas uma casa decimal a mais), entretanto, a função objetivo é bem
menor, está no limite da precisão do método usado. entretanto, os resultados ainda podem ser
melhorados caso seja usado um passo menor na integração, no nosso caso, usando ∆x = 10−5.

6. CONCLUSÃO

Os resultados numéricos obtidos mostram claramente que o Método de Otimização de
Parâmetros é eficaz para solução da equação de Blasius. A sua implementação é simples e
apenas incluı́ um método de otimização padrão. Como isso, demanda baixo recurso compu-
tacional e pouco treinamento do usuário. Além disso, pode-se ver que a equação de Blasis é
um caso particular da equação de Myers e portanto já carrega na sua modelagem o componente
anômalo.
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Os autores agradecem a Fundação de Amparo à Pesquisa do Estado de Minas Gerais(FAPEMIG),
através do termo APQ-01366-16.

REFERÊNCIAS
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NUMERICAL SOLUTION OF THE BLASIUS EQUATION

Abstract. In this work the numerical solution of Blasius equation is studied.The proposal of
(Blasius, 1908) was to study the boundary layer thickness of a fluid that passes by a fixed plane
surface, the thermal changes are neglected. The Blasius equation is a nonlinear differential
equation and as we show, it can represent anomalous diffusion process as a particular case of
Myers equation (Myers, 1998). In addition, it is shown that using the parameter optimization
method, it can be a precise solution for the Blasius equation, where a contour problem is shifted
into an initial value problem.

Keywords: Blasius Equation, Diffusion, Thin Films, Stationary Regime, Parameters Optimiza-
tion Method
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