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Resumo. Neste trabalho é estudada a equacdo de Blasius. Ela foi originalmente proposta para
estudar a espessura da camada limite de um fluido que passa sobre uma superficie sendo que a
velocidade relativa entre o fluido e a parede é ndo nula mas efeitos térmicos sdo despreziveis.
E uma equacdo diferencial de terceira ordem ndo linear que, como serd mostrado, faz parte
dos modelos de difusdo anémala utilizando-se de equagoes diferenciais de ordem superior.
Além disso, mostra-se que usando o método de Otimizagcdo de Pardmetros, pode-se obter uma
solucdo numérica precisa para a equacdo de Blasius, transformando o problema de contorno
em um problema de valor inicial.

Palavras-Chave: Equacgdo de Blasius, Difusdo, Camanda Limite, Método de Otimizacdo de
Parametros, Equag¢do de Myers

1. INTRODUCAO

A difusdo andmala é um assunto com crescente interesse e varias abordagens distintas (Tsal-
lis e Lenzi, 2002; Tsallis e Bukman, 1996). Alguns resultados experimentais recentes (Combe
et al., 2015; Miramontes et al., 2014; Paiva et al., 2013) apontam na direcdo de que ela deve ser
mais comum do que o termo andmalo deixa subentendido, tendo aplicagdes em varias dreas tais
como estudo de sistemas cadticos, sistemas bioldogicos e até mesmo na dindmica econdmica
(Hidalgo e Tello, 2017; Wegler, 2004; Hughes e Armitage, 2010; Sornette, 2003). Em relacao
ao processos andmalos aplicados a eletroquimica, Oliveira e coaboradores (Oliveira et al., 2013;
Vieira e Oliveira, 2017) mostraram que a abordagem de campo médio € eficaz para reproduzir
o comportamento da curva de polarizacdo de uma membrana de transporte i6nica, comparando
com o modelo PS (Sistat e Pourcelly, 1999), o que fica claro nas observa¢des numéricas, nesse
modelo, a anomalia € provocada pela interacdo das particulas com um campo externo. Também
mostraram que uma generalizagdo do modelo PS pode ser facilmente obtida no caso de den-
sidade de carga constante (no tempo) no interior da membrana, mas no estado estaciondrio a
densidade de carga depende da corrente através da membrana. Possivelmente a difusdo anomala
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Figura 1- Camada Limite

estd associada aos processos quanticos ja que estes por sua vez demandam a inclusdo de efei-
tos difusivos para explicar o comportamento aparentemente classico dos objetos macroscopicos
(Oliveira et al., 2006; Oliveira e Amarante-Segundo, 2009).

Processos andmalos t€m tantos exemplos de aplicagc@o na ciéncia basica que obviamente nao
poderia deixar de estar presente nas aplicacoes de Engenharia e Medicina (David et al., 2011;
Capelas et al., 20114; Loverro, 2004; Peng et al., 1993). Machado e Galhano sugerem que o
célculo fraciondrio € util para o projeto de hélices distribuidas na aviagao (Machado e Galhano,
2018), a idéia é fazer uma analogia entre o sistema aerodindmico e um sistema elétrico. Carpin-
teri, Chiaia, e Cornetti argumentam como a microestrutura de materiais agregados € modelada
por fractais em vez de conjuntos inteiros (Carpinteri et al., 2001). Em outra drea de aplicacao,
sabe-se que teoria padrdo de lubrificacdo leva a uma equacao parabdlica de quarta ordem que
nao obedece a equacao de difusdao normal (Myers, 1998, 1996), sendo mais um caso de difusao
andmala. Esse tipo de equagao estd diretamente relacionada com a equacao de Landau-Levich
(Landau e Levich, 1942). O problema de Blasius (Blasius, 1908) consiste no esudo da camada
limite de um fluido que passa proximo a uma superficie plana. A modelagem € por meio de
um sistema de equagdes diferenciais de terceira ordem que € um caso particular da equagao
para filmes finos de (Myers, 1998), assim, pode-se dizer que € um tipo de equagdo de difusdo
anOmala.

2. EQUACAO DE BLASIUS

A camada limite € uma regido do escoamento proximo a uma parede, na qual os efeitos
viscosos sdo aprecidveis, veja Figura 1.

A placa € considerada plana, portanto a altura da camada limite € uma funcao de x (Figura
1), e é o objeto de cdlculo. Adimitindo escoamento em regime permanente, incompressivel e
laminar, dissipacdo viscosa desprezivel e propriedades do fluido constantes, seguindo de perto
(Icropera e DeWitt, 2012), tem-se que
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dx
u = —
dt
v = dy
— T
dt

em que u e v sdo as velocidades na direcdo x e y respectivamente. Da equagdo da continuidade,
tem-se

ou Ov
5ty = (1)

E a equacdo do momento é
U— +V=— =v—= )

em que faz-se % ~ 0. Usando a ¢d@o da energia obtem-se

or  oT 02T ou\?>
”( “) , 3)

8w+ dy 8y2+g oT

jé que a forga viscosa € desprezivel, tem-se

ou\ 2
’ (G_T) ~0. @)

Para conservag@o de massa tem-se

dpa . Opa P pa
—_— — =D : 5
Y or —H}ay A38y2 )
Agora definindo uma nova relagc@o para v e v em termos de um potencial 1)
o oy
-7 d = 6
U 3y an v B 6)

tem-se que a equagao (1) é automaticamente satisfeita. Agora, definindo uma nova fungdo f na
forma

)
f(n) = Vit (7
e
n = :%O €))

tem-se portanto que

u = uooﬁ ©)

dn
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1 Jus [ df
— - = (pL _ . 10
YT oV (77 dn ) (19)
Agora usando propriedades da regra da cadeia, tem-se que

ou Uso [Uoso d2f Uso d°f
. 1L (11)
ox 2x \ vx dn 2z dn

ou [ue d*f
- - _ L 12
dy Yoo\ o dn? (12)

0%u ul d®f

Z = — L 13
oy? v dnp?’ (13
desta forma chega-se a Equacdo de Blasious que é
af 1 . d*f
—— 4+ —f—= =0 14
i +3 i (14)
f(0) = 0,f'(0)=0, f'(c0) =1. (15)
Para a temperatura tem-se que
d*H Pr dH
LT = 16
dn? + 2 fdn (16)
H(0) = 0,H(x) =1, 17)
sendo
T-T,
H=_——>> 18
T T, (18)
Finalmente o sistema € reduzido a
d*H Pr ,dH
i I S 19
dn? * 2 fdn (19)
af 1 .d*f
T it A 20
dn3 + 2fd7)2 (20)

Com as condigdes de contorno dadas por H (0) = 0, lim,_,., H(n) =1, f(0) = j—’:)(O) =0
e lim, o %(n) =1

A solucdo para a temperatura H pode ser obtida facilmente definindo uma nova varidvel ©
e uma nova fun¢ao v na forma

o = U @1)

dn
W) = / f(u)du. 22)
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Tanto © como H podem agora ser escritos como fungdo de ~ e sdo dados por

©(n) = O(0)exp [—%’Y(ﬁ)} (23)

O / 0(0)exp |~ (w)| du @4
onde ©(0) é 0

o(0) = ! | (25)

Zoexp [—%7(71)} du

Como o sistema dados pelas equacdes (19) e (20) € um sistema de contorno nao linear com
condi¢do no infinito, logo € de dificil solugdo, tanto numericamente quanto analiticamente.
Embora Liao tenha encontrado uma solugdo analitica via série de Liao (Shijun, 2012), entre-
tanto, a mesma € de complexa andlise e portanto de dificil obten¢do dos dados assim, utiliza-se
e o método de otimizacdo de parametros (Oliveira, 2019) para resolver o sistema. A grande
vantagem da abordagem de Blasius é que as eguacdo da camada (f) passa a ndo depender da
temperatura (H) mas o gradiente de temperatura é funcio de camada (f).

3. DIFUSAO ANOMALA VIA DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR

A tensdo superficial na teoria padrdo de lubrificacdo (Myers, 1998) leva a uma equacao
parabdlica ndo-linear de quarta 6rdem que é da forma

oh 0 h3 33h oh 0*h
—=—0—7—= h, —, = 26
ot 89&{ 3 a0 ! ’ax’axz)} (26)
em que h = h(x,t) é a altura do filme de fluido. No regime estaciondrio essa equacao se reduz
h3 33h oh 0*h
Co o h)y—,+—)=K 27
3 0x3 1 Ox 0x2) @7)

em que K € uma constante. Esta equacdo tem sido usada para modelar fluxos de fluidos em
varios casos, como revestimento, drenagem de espumas entre outros (Myers, 1998, 1996) . A
difusdo com retencao proposta por Bevilacqua e colaboradores (Bevilacqua et al., 2011a, 2013,
2016, 2011b) € um caso particular desse tipo de processo. Entretanto (Almeida e Oliveira, 2018)
salientam que esse tipo de processo nao € dedutivel a partir de um processo com retencao.

Seguindo nesta linha, como caso particular, o problema de modelagem para filmes finos tem
sido objeto de estudo.

3.1 Equacao de Blasius a partir da Equacao de Myers

A equacido 26 em seu regime estaciondrio é dada por

0 Ph Oh 0°h
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A equagdo de Blasius é obtida fazendo-se G(h) = 1,¢e f = %h%) e K =0, assim tem-se

Ph 1, 9%h
“h=—2_—0. 29
Ox? i 2 Ox? 29)
Como pode-se ver, a equagdo de Blasius é na verdade um caso particular da equaciao de Myers

e portanto, também pode ser considerada como uma espécie de modelo difusdo via derivadas
de ordem superior, sendo assim, a primeira equacao do tipo.

4. METODOS

Para solu¢ao da equacao de Blasius utilizamos o método de Otimizacao de Parametros (Oli-
veira, 2019) para isso, considera-se o estado estaciondrio regido pela Equagdo (29), da qual
diretamente obtem-se

Ph 1. 0%h

— 4+ —h——

Ox3 2 Ox?

As condigdes de contorno foram fixadas para x € [0, c0), sendo conhecidas h(0) = 0,
R'(0) = 0e h'(c0) = 1. E de valor inicial 2" (0) € desconhecido. O nosso objetivo é transformar

esse problema de contorno em um problema de valor inicial. Assim, reescreve-se a Equacao 30
na forma vetorial, fazendo Y;(x) = h(zx), Yo(z) = I'(x), Y3(z) = h”(z), e obtem-se sistema:

—0. (30)

v Y,
v, |=| % 31)
Y3 —aY1Ys
O vetor de condigdes iniciais é
[ Y1(0) 0
Y2(0) | =0 (32)
| ¥3(0) z

sendo z desconhecido. A constante o € um parametro livre sendo que para o = % o sitema
representa a equagdo de Blasius original (Blasius, 1908).
Agora, define-se a fun¢do objetivo a ser minimizada na forma:

Obj(z) = [Ya(z,m0s) — 1] + [Ys(2, 7o) (33)

em que Y;(z, x) é a solugdo em = do problema de valor inicial dado pelas equagdes (31) e (32)
observados os valores de (2, 7). A variavel 7., € o limite de integra¢do usado para representar
infinito.

O método consiste, entdo, em achar uma solugdo para o seguinte problema de otimizagao:

(2%, n%) = argmin Obj(2, , o). (34)
Z3Too

Os valores (z*, 1% ) completam a parte desconhecida do PVI em questdo, e uma solugio
pode ser encontrada. Em principio, 7., deveria se infinito, entretanto, a solucdo pode ser encon-
tada para 7., > 1 sendo que a solu¢do converge para valores relativamente pequenos de 7..,. O
método de otimizagao utilizado neste trabalho foi o método do gradiente, mas qualquer método
pode ser usado.
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Otimizagao Fazio
« F"(0) Obj, F"(0) Obj,
1/2 0.3320573362156 < 1E-20 0.332057336215 8.79E-13
1 0.4695999883613 < 1E-20 0.469599988361 3.09E-13

Tabela 1- Comparacdo entre os resultados encontrados via otimizacdo de parametros e os resultados
encontrados por (Fazio, 1992).

5. RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secdo mostra-se nossos resultados numericos e compara-se com os encontrados por
(Fazio, 1992). Como pode-se ver na Tabela 1, os resultados encontrados pelo método de
otimizacdo de parametros e o resultados encontados por (Fazio, 1992) estdo em perfeito acordo.

Os resultados encontrados via otimizagdo apresentam uma pequena precisao maior que o
resultado de (Fazio, 1992)(apenas uma casa decimal a mais), entretanto, a func¢ao objetivo é bem
menor, estd no limite da precisdo do método usado. entretanto, os resultados ainda podem ser
melhorados caso seja usado um passo menor na integragdo, no nosso caso, usando Az = 107°.

6. CONCLUSAO

Os resultados numéricos obtidos mostram claramente que o Método de Otimizagdo de
Parametros € eficaz para solucdo da equacdo de Blasius. A sua implementacdo € simples e
apenas inclui um método de otimizacdo padrdo. Como isso, demanda baixo recurso compu-
tacional e pouco treinamento do usudrio. Além disso, pode-se ver que a equagdo de Blasis é
um caso particular da equacdo de Myers e portanto ja carrega na sua modelagem o componente
andmalo.
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NUMERICAL SOLUTION OF THE BLASIUS EQUATION

Abstract. In this work the numerical solution of Blasius equation is studied.The proposal of
(Blasius, 1908) was to study the boundary layer thickness of a fluid that passes by a fixed plane
surface, the thermal changes are neglected. The Blasius equation is a nonlinear differential
equation and as we show, it can represent anomalous diffusion process as a particular case of
Myers equation (Myers, 1998). In addition, it is shown that using the parameter optimization
method, it can be a precise solution for the Blasius equation, where a contour problem is shifted
into an initial value problem.

Keywords: Blasius Equation, Diffusion, Thin Films, Stationary Regime, Parameters Optimiza-
tion Method
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