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Resumo: Neste trabalho séo investigados os modos de vibracdo de uma asa de aeronave com
formato trapezoidal. Através da modelagem matematica, a asa é aproximada ao modelo de
viga ndo linear de Euler Bernoulli. Para modelos onde a viga possui se¢éo constante, ja sao
conhecidos seus modos normais. O propdésito do trabalho foi descobrir a solucdo para
problemas com secfes variaveis por meio da otimizacdo. O parametro o foi utilizado para
representar a assimetria da viga e é a razao entre os comprimentos de raiz e ponta da asa.

Palavras chave: Otimizacao de Paréametros, Modos de Vibragoes, Viga Euler Bernoulli.

1. INTRODUCAO

Vibracdo é qualquer movimento que se repete, regular ou irregularmente, depois de um
intervalo de tempo. Seu estudo é extremamente importante para a humanidade, seja para
evitar complicagOes ou para ser utilizada com proveito. Segundo Soares (2008) projetos de
maquinas, fundacgdes, estruturas, motores, e outros, exigem que sejam levadas em
consideragdo questdes relacionadas a vibragdes. A vibragcdo pode causar o afrouxamento de
parafusos e desgaste mais rapido de mancais e engrenagens, por exemplo. Mas também pode
ser utilizado em ultrassons, esteiras transportadoras e compactadores.

Na matematica 0os comportamentos oscilatorios dos corpos sdo estudados através de
equacOes diferenciais que muitas vezes possuem solugdes complexas. O interesse nesse tipo
de problema se deu pela necessidade de estudar fenébmenos recorrentes por meio de equacoes
gue descrevem numericamente um sistema por intermédio de variaveis.

Sabendo que em uma analise dindmica, a asa de avido se comporta como uma viga
vibrante, neste artigo aplica-se o Método de Otimizacdo de pardmetros para estudar a
dindmica de vibracdo de uma asa de aeronave com formato trapezoidal.
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Apesar de se tratar de um estudo teorico, o objetivo do trabalho é simplificar a solucéo de
sisstemas dindmicos e assim gerar ganho de qualidade da manutencdo preditiva deste.

2. OTIMIZACAO DE PARAMETROS

O Meétodo de Otimizacdo de Parametros consiste em resolver problemas de valores de
contorno tratando suas condi¢c@es como iniciais. Para isso, faz-se a combinacéo de um método
de integracdo e um método de otimizacao.

Considerando uma equacdo diferencial ordinéria de variavel x, usa-se o vetor C de

condi¢cdes de contorno para encontrar o vetor B de condicdes iniciais desejaveis e 0s
parametros z, os quais sdo denominados de parémetros desconhecidos. A partir destes,
modela-se a fungéo objetivo Of.

A ideia do Método de Otimizagdo de Parametros é procurar o par de valores, X e z, que
minimizam Of . Sendo assim, o ponto minimo € a raiz da equacdo diferencial em estudo e
representa, neste caso estudado o modo de vibrar da viga. A Fig. 1 apresenta de forma geral,
o fluxograma do Método.

Para cada equacdo diferencial e problema de valor de contorno existe algum método de
integracdo mais indicado para solucdo, seja esta, humérica ou analitica. Da mesma forma,
existem diversos métodos de otimizacdo que podem ser aplicados em conjunto ou
individualmente. Em suma, a precisdo numerica da solucdo encontrada vai depender
exclusivamente dos métodos escolhidos.

( Inico )

/ Leia a equagdo diferencial /

/ Leia as condigbes de contomo /

Determine as condigGes iniciais por meio das
condigGes de contorno

Resolva a EDO por um método de integragdo

Determine a fungdo objetivo

Encontre os pontos minimos da Of por um
método de otimizagdo e os escreva

Fim

Figura 1- Fluxograma do Método de Otimizacao de Paréametros
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3. MODELAGEM MATEMATICA: VIGA DE SECAO VARIAVEL

Neste trabalho, estudou-se a dinamica de vibragdo de uma asa de aeronave com formato
trapezoidal utilizando o modelo de barras esbeltas de Euler Bernoulli. Na equacdo governante
do movimento, Eq. (1) (Balachandran & Magrab, 2011) leva-se em consideracdo a energia
potencial, a energia cinética e o trabalho realizado no sistema.

z
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Onde, EI(x) é arigidez flexional da viga, p(x,t) é a forca axial de tracéo, k ¢ a rigidez
por area unitaria, p(x)A(x) é a massa da viga por comprimento unitario, ¥ (x, t) representa
deformacdo em relagdo a linha neutra e f(x,t) é o carregamento transversal externo por
comprimento unitario.

Nesta teoria supde-se que o comprimento longitudinal é predominante em relacdo a
secdo transversal da viga. Outra importante hipétese feita € que os planos perpendiculares a
linha neutra (que permanece inalterada) permanecem perpendiculares a linha central (formada
depois da deformacdo). Tal teoria permite entdo determinar as frequéncias naturais e modos
de vibrar das vigasem 0 << x << L,

/

Linha neutra

"

—_"'--_________J\ Linha central

Figura 2 — Deformacédo de uma viga em balanco

Considerando que a densidade é constante p(x) = p, a rigidez por area unitariak =0, a
forca externa f(x,t) = A(x)W(x)g(t) e p(x,t) = 0, temos que:

:T: [E’I(x] aa_;] P+ p(x)A(x) ;_111{’ = A(x)W(x)g(t) @

Restrita as seguintes condicGes iniciais em x = 0:

pO.9=0 e  Zy0H=0 ®)
Eem x=1:
PaO=0 e  Zp@n=0 @
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4. SOLUCAO ESPACIAL

Resolvendo a Eq.(2) pelo método de separacdo de varidveis obtém-se a solucao espacial
e a solucdo temporal. A solucéo espacial é dada pela Eq.(5), onde w € a frequéncia natural do
sistema.

Iz

2 e Sw )] - peatow) = o 5)
Considerando o modelo geométrico representado pela Fig. 3 pode-se definir os seguintes
termos.

_ Esécbn _ aem _ . _ atem —_ —_
Ir="22 le="" Ar=by*a, Ac=" lo=1Ir+1Ic, Ao=Ar+ Ac (6)

Figura 3 - Modelo geométrico da viga com secdo transversal variavel no eixo x

Que levam a reescrever a Eqg. (5) em termos admensionais, com 7 = i—f conforme
demonstrado na Eq. (7).

=] B
(an+B) =W+ 2a——=W — Q*(m + )W =0 )
Sendo o = :— , 0 parametro que quantifica a assimetria da viga, e:
o
_ir _ __ alrtlc _ dar N _ giArtdc & _ pe’L?
a_fo(]' o) B= Io Y_Ao“ o) A= Ao o Elo (8)

Por otimizacdo de parametros a Eq. (7) foi resolvida pelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem com passo fixo. Transformando-se em um problema de duas variaveis, a funcéo
objetivo pode ser definida como demonstrado na Eq. (9).

0f(0,2) = (= W(x,ﬂ])z +H(Ewix, n)): )

A Fig. 4 representa o grafico da funcdo objetivo com diferentes valores de assimetria.
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Figura 4 - Funcao objetivo conforme varicdo de &

Utilizando o método do gradiente foram encontrados os seguintes valores para 0s pontos
minimos da funcdo Of, sendo esses referentes a primeira frequéncia natural em diferentes
assimetrias para a viga. Os pontos encontrados apresentaram grande precisao numeérica, visto
que os valores significativos na funcéo objetivo foram em torno de 1 = 10712,

Tabela 1 - Frequéncias naturais e parametros Z conforme variacéo de &

(] 0 z

1 3,1415926546 1,0000000001
0,95 3,1417911818 1,0083641946
0,90 3,1423995902 1,0173520444
0,85 3,1425075413 1,0272652491
0,80 3,1431658689 1,0380028394
0,75 3,1432526511 1,0499577768
0,70 3,1439047003 1,0630432727

Conforme observado na Tabela 1, a primeira frequéncia natural de cada sistema esta
préxima ao caso em que a se¢do transversal permanece constante (o = 1) , caso este em que
conhecemos a solucdo analitica e numérica. Na Fig. 5 é possivel observar melhor a situagéo

descrita.
£
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Figura 5 - Ponto da raiz das fungdes objetivos
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5. CONCLUSAO

Estudando o caso da viga vibrante é possivel afirmar que as Equacdes Diferenciais sao
ferramentas indispensaveis na modelagem matematica. Além disso, o problema de vibracédo
tratado é de suma importancia no campo da mecanica, visto que os modos de vibrar do
sistema interfere no seu funcionamento. Neste projeto 0 Método de Otimizagdo de Pardmetros
apresentou-se eficiente para encontrar solugdes numéricas de uma viga com assimetria
consideravel. Analizando os dados obtidos com relacdo a primeira frenquéncia natural pode-
se dizer que as condigdes iniciais para uma viga com pouca assimetria mudam pouco com
relagdo a uma viga com secao constante.
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USING THE PARAMETER OPTIMIZATION METHOD FOR SOLVING
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH CONTOUR CONITIONS.

Abstract: The normal vibration modes of a Euler-Bernoulli beam was investigated. The beam
is a Simplified model of an airplane wing. It is a variable section beam, along with the length
direction. It was used the Parameter Optimization Method in order to obtain the normal
vibration modes. The method consists in transform a boundary problem in differential
equation into an optimization problem. The main advantage is that the integration becomes
simpler, and any integration method can be used.

Keywords: Parameter Optimization, Vibration modes, Euler Bernoulli beam.
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