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Resumo: Neste trabalho busca-se resolver um problema de valor de contorno mostrando como
é possivel transformar esse em um problema de valor inicial. As equagles diferenciais
resolvidas tratam-se de aplicac6es do modelo ndo linear de Euler Bernoulli sobre sistema
vibratorio de vigas. O método permitiu, através do ponto 6timo da funcéo objetivo, encontrar
as frequéncias naturais do sistema, de maneira consideravelmente simples.

Palavras chave: Otimizacéo de Parametros, Condicdes de contorno, Viga Euler Bernoulli.

1. INTRODUCAO

Problemas de otimizacéo, também conhecidos como programacéo matematica, resumem-
se em encontrar a melhor resposta para problemas em que sua qualidade pode ser medida
numericamente. A otimizacdo baseia-se em maximizar ou minimizar uma fun¢do modelada
conforme as restricbes do problema, a denominada fungéo objetivo (Chapra, 2008).

Segundo Chapra (2008) a maior parte dos métodos procuram o ponto 6timo resolvendo o
problema de raiz da primeira derivada, f'(x)=0. De acordo com os teoremas (Stewart, 2004) a
segunda derivada f"'(x), indica quando o ponto 6timo € um minimo ou um méaximo: se f"(x)<0,
0 ponto é um méximo da funcéo; se f "(x)>0, o ponto € um minimo da funcéo, como exemplifica
a Fig. 1.
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Figura 1- Fungdo de uma Unica variavel (x) ilustrando as raizes extremos.

Existem diversas aplicacbes de problemas de otimizacdo, especialmente na area de
engenharia, onde grande parte dos problemas reais sdo modelados por Equac¢des Diferenciais,
sejam elas ordinarias (EDOs) ou parciais (EDPs) (Lobato, 2008).

Sabe-se que muitos fenémenos fisicos podem ser modelados com equacdes diferenciais,
sejam eles problemas de valores iniciais (PVI) ou problemas de valores de contorno (PVC),
estejam eles aplicados nas areas de Biologia, Engenharia, Economia e outros (Oliveira, 2017).
No entanto, é muito mais complicado encontrar solucdo de problemas de valores de contorno
quando comparados a problemas de valores iniciais, visto que neste Gltimo a diversidade de
métodos de resolucdo é maior.

Atualmente com o avancgo tecnoldgico, a capacidade de resolver modelos matematicos
complexos ganhou uma gama de novas técnicas que aliam conhecimentos multidisciplinares,
entre eles a simulacdo numérica por meio de programacdes. Desta forma, inimeros trabalhos
ja buscam estudar técnicas de otimizacao e problemas multi-objetivos para resolver de forma
rapida os aspectos multidisciplinares em analises subjetivas.

De acordo com Escobar (2007) é possivel, em uma fase anterior ao modelo matematico,
através da aplicacdo de ferramentas estatisticas e de otimizacdo numérica, estimar os valores
dos pardmetros mais criticos do sistema dentro do espaco experimental de estudo.

Neste artigo apresenta-se o Método de Otimizacdo de Parametros para resolugcdo de
Problemas de Valores de Contorno (PVC) de uma equacdo diferencial ordinaria aplicado a
modelagem de vigas.

1.1. MODELAGEM EULER BERNOULI

Sabe-se que viga é um elemento estrutural bastante comum em problemas de engenharia e
apesar de serem mais associadas a edificios, podem ser aplicadas em asas de aeronaves,
maquinas rotativas, cascos de navios, pontes rodoviarias e ferroviarias (Balachandran &
Magrab, 2011). As vigas sdo definidas como elementos lineares em que a flexdo é
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preponderante (NBR 6118, 2003). Para estas finalidades consideram duas principais teorias de
estudos, a de Timoshenko e Euler Bernoulli (Andrade, 2009).

Neste trabalho sera apresentado como exemplo duas aplicac6es do Método de Otimizacgéo
de Pardmetros na modelagem de sistemas vibratdrios com baixa frequéncia. E utilizado a Teoria
de Euller Bernoulli para analise das frequéncias naturais e modos de vibracdo. Nesse modelo
supde-se que as secOes transversais planas permanecem sempre planas e perpendiculares ao
eixo longitudinal da viga apés a deflexdo (Balachandran & Magrab, 2011).

2. EQUACAO DIFERENCIAL NAO LINEAR DE QUARTA ORDEM

Considere a Eqg. (1) a equacdo espacial efetiva de uma viga de Euler Bernoulli em
fundacdes visco-elasticas ndo-lineares (Oliveira, 2017).

d*v(x) 2%v(x) =0 1)

dx*

Onde 2 é a frequéncia natural do sistema e v(x) é a deformacdo da linha neutra
(Balachandran & Magrab, 2011).

Restrita as seguintes condi¢oes:

dv(0) |
dx '’

dv(1l) _

v(0) = 0; v(1) = 0; Z2=0 )

A solucdo geral pode ser encontrada supondo que v= e™. Isto implica na equacao auxiliar
r* — 0* = 0 que possui as seguintes raizes:

n=Q; rn=0i;r3=-0;n=-0i 3)
Assim, a solucdo da Eq (1), é:

v(x) = cie™+c,e™t + c3e™ 4 e 4)
Logo a solucéo geral do problema € dada por:

v(x) = ¢; cosh(2x) + c;senh(2x) + c3cos(2x) + cysen(2x) (5)
Neste caso, utilizar os métodos tradicionais ja conhecidos para encontrar a solugdo do

problema de valor inicial seria um processo complexo e demorado, entdo é viavel aplicar o
método de otimizagdo de pardmetros.

3. METODO DE OTIMIZACAO DE PARAMETROS

No Meétodo de Otimizacdo de Parametros utiliza-se a combinacdo de um meétodo de
integracdo e um método de otimizacdo. A ideia do método é procurar o par de valores, x e z,
que minimizam Of . Sendo assim, 0 ponto minimo € a raiz da equagéo diferencial em estudo e
representa, neste caso estudado, o modo de vibrar da viga. A Fig. 2 apresenta de forma geral,
o fluxograma do método (Oliveira, 2018)
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Figura 2 - Fluxograma do Método de Otimizacao de Parametros

Considerando a equacdo diferencial ordinaria de variavel x, Eq. (5), usa-se as condi¢des
de contorno, Eq. (2), para encontrar as condic@es iniciais desejaveis e 0s parametros z, 0s quais
sdo denominados de parametros desconhecidos. A partir destes modela-se a funcdo objetivo
Of.

Logo, usando as condigdes de contorno em x=0 € possivel encontrar os coeficientes
desconhecidos, isto é, z, e z,:

v(0)=0 5, =—c3>¢, =2 (6)

V'(0)=0->c,=—c, > =12, (7
Aplicando as condigGes de contorno em x=1 obtem-se:

v(1) = 0 - z;(cosh(2) — cos()) + z, (senh(!)) — sen(.())) =0 (8)

(1) =0- [zl(senh(.Q) + sen(!))) + z,(cosh(2) — cos(2))] N =0 9

O método nos permite em certos problemas trabalhar com fungdes multi-objetivos para

facilitar o processo de otimizacdo, que nos casos de PVCs consiste em minimizar a funcdo de

forma a encontrar os valores desejados para 0s parametros.
A fungdo multi-objetivo, entdo, sera definida como:
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0f1(21,2,02) = (v(1) — 0)?
= [zl (cosh(2) — cos(R)) + z, (senh(.()) — sen(.()))]2 (10)

0f3(21,22,02) = (v'(1) — 0)?
= {|z,(senh(2) + sen(2)) + z,(cosh(2) — cos(2))]|2}? (11)

A partir destas, pode-se encontrar o minimo da fungdo por meio das seguintes equagoes:

a(;];l = 2[21(Cosh(.(2) —cos()) + zz(senh(ﬂ) — sen(.()))] . [Zl(senh([z) +

sen(2)) + z,(cosh(2) — cos(2))] (12)
aaoz? = 2[z,(cosh(2) — cos()) + z,(senh(2) — sen(R))] - (cosh(2) — cos(2)) (13)
aaozj;l = 2[z,(cosh(2) — cos(2)) + z,(senh(2) — sen())] - (senh(2) —

sen(2)) (14)
901,

= [zl (senh(.()) + sen(.())) + z,(cosh() — cos(.()))].() {[z1(cosh(2) +

20
cos(2)) + z,(senh(2) + sen(2))] + z,(senh(2) + sen(2)) +z,(cosh(2) — cos(2)
(15)
6607;‘2 = 2[zl(senh(.(2) + sen(.())) + z,(cosh(2) — cos(.()))].() . (senh(.()) +
1
sen(2))0] (16)
% = 2[z,(senh(2) + sen(R)) + z,(cosh(2) — cos(2))]2 - [(cosh(2) — cos(2) 2
2
(17)
Resolvendo o sistema, chegamos em
_ —zy(senh(2)-sen()) __—z,(cosh(2)—cos(2))
2= (cosh(n)—cos(2)) 1= (senh(.())+sen(!2)) (18)
Portanto as frequéncias naturais do sistema sao dadas por:
cosh(2)cos(2) —1=0 (19)
Para facilitar a visualizacdo grafica, definimos a funcéo objetivo como:
OF(.Q) _ (cosh(2)cos(2)—1)? (20)

cosh?(2)
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Figura 3 — Funcéo Objetivo (OF) em funcgéo de frequéncia natural de vibragéo 2.

Assim a funcdo OF ndo cresce indefinidamente com 2 . Na Fig. 3, vemos o grafico de OF,
como funcéo de 2. Os zeros da funcdo objetivo correspondem aos modos normais de vibracao
da viga.

4. CASO GERAL

O Método de Otimizacdo de Pardmetros, aqui apresentado, consiste em resolver Equagdes
Diferenciais Ordinérias tratando suas condi¢Ges de contorno, como condi¢fes iniciais. De
forma que, transformando um PVC em PVI facilita-se a compreensdo do problema,
especialmente para aplicacdo de técnicas computacionais.

Usa-se as condi¢cOes de contorno para identificar os pardmetros z para assim encontrar a
funcdo objetivo. O processo de otimizacdo é entdo realizado com as raizes da derivada da
funcdo objetivo, em relacdo a suas variaveis livres.

5. CONCLUSAO

Como observacdo geral, pode-se dizer que o Método de Otimizacédo de Parametro é (til e
eficiente para resolver equagdes diferenciais numericamente e analiticamente com condigdes
de contorno. O método é baseado em uma combinacéo simples de um método de integracédo e
um método de otimizacdo, assim, a precisdo numérica depende da escolha dos métodos. A
convergéncia, em termos praticos, depende da equacdo diferencial. Nesse trabalho,
investigamos um caso analiticamente soltvel e portanto ndo ha problema de convergéncia.
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USING THE PARAMETER OPTIMIZATION METHOD FOR SOLVING
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH CONTOUR CONITIONS.

Abstract: In this contribution, we show how to use the parameter optimization method to solve
an Euller Bernoulli beam problem. This method transform a contour problem into a
optimization problem. The main advantage is that one can use all optimization technique and
also any integration procedure.

Keywords: Parameter Optimization, Contour Conditions, Euler Bernoulli beam
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