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Resumo. Definimos um modelo de previsdo de tendéncias de retornos de ativos financeiros,
baseado em um sistema de equagées diferenciais lineares acopladas discretizado. Neste, consid-
eramos que a relacdo entre os desvios dos precos das acdes em relacdo a um preco considerado
justo traz informagdo sobre a dindmica dos precos das acoes. O modelo de previsdo de
tendéncias se assemelha a um modelo de regressdo linear multivariado. A validagdo estatistica
como tal serd realizada em etapa futura. Pardmetros do modelo sdo explorados com o objetivo
de encontrar uma combinagdo que apresente taxas de acurdcia relevantes. Testes de hipoteses
serdo aplicados aos resultados da previsdo para investigar se o modelo tem uma taxa de acerto
de tendéncia de precos diferente de um processo totalmente aleatorio.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais, Mercado de A¢oes, Séries Financeiras, Hipotese de
Mercado Eficiente, Tendéncias

1. INTRODUCAO

A teoria econdmica cldssica defende que nao € possivel obter informacao de dados futuros
baseando-se em informacdes passadas que levem a ganhos demasiados (Samuelson 1965). Seus
tedricos defendem que os mercados seriam, assim, eficientes, € que os pre¢cos caminham em
direc@o a um ponto de equilibrio no longo prazo. Esta discussdo inclui a defini¢do da hipétese de
mercado eficiente (HME) (Malkiel e Fama 1970; Shiller 1980). Tal hip6tese considera que nao
ha possibilidades de arbitragem, que o mercado descobre o preco correto dos ativos, nao sendo
possivel ganhos acima da média sem correr riscos acima da média. Considera, também, que os
investidores sdo racionais e que toda informacao relevante é disponivel e absorvida rapidamente
pelo mercado (Malkiel e Fama 1970). No entanto, um grande nimero de analistas do mercado,
fundamentalistas ou técnicos, estdo em busca de tais informacdes (Feng et al. 2012).

Investigacdes empiricas sobre a eficiéncia do mercado t€m sido realizadas em muitos con-
textos, utilizando diversas ferramentas estatisticas (Cajueiro e Tabak 2004; Ntim et al. 2015;
Zunino et al. 2007; Choudhry e Jayasekera 2014; Choudhry e Jayasekera 2012; Caginalp e DeSantis 2011;
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Belaire-Franch e Opong 2010; Podobnik et al. 2006; Resende et al. 2017). Pesquisas mostram
que o mercado nio € tdo eficiente em termos de absorcao de informa¢ao. Nem toda informacgao
relevante estd disponivel a todos investidores (Ross 1989; Healy e Palepu 2001; Brunnermeier 2005).
No estudo realizado por (Cajueiro e Tabak 2004), os expoentes de Hurst das séries de paises
desenvolvidos estdo bem proximos de 0,5. J4 os valores obtidos para paises emergentes se
distanciam mais fortemente deste valor, indicando que mercados emergentes sdao menos efi-
cientes que mercados desenvolvidos. A ineficiéncia dos mercados emergentes, dentre outros
fatores, pode estar relacionada a baixa liquidez do mercado (Chung e Hrazdil 2010) e ao fluxo
de informagdo (Ross 1989; Healy e Palepu 2001; Brunnermeier 2005). Também hé pesquisas
no campo de finangas comportamentais (Kahneman e Tversky 1979), onde o comportamento
irracional dos agentes evidencia desvios da hipotese de mercado eficiente.

Motivados pela lacuna deixada pela hip6tese de mercado eficiente, sugerida por modelos fo-
cados na previsao de dinamicas de mercados (Atsalakis e K 2013; Atsalakis e Valavanis 2009),
e por modelos empenhados na previsao do sinal de retornos de ativos (Chevapatrakul 2013;
Ponkd 2014; Anatolyev e Gospodinov 2012; Nyberg 2011), propomos também um modelo de
previsdo. Este € baseado em um sistema de equagdes diferenciais lineares acopladas. Dis-
cretizando o sistema, obtemos um modelo que se assemelha a um modelo de regressao linear
multivariado. O objetivo geral € apresentar um modelo de previsdo de tendéncias de precos de
todas as acoes que compoem os indices DOW JONES e IBOVESPA.

2. METODOLOGIA

A defini¢do do modelo € apresentada na se¢do 3.. O modelo de previsao foi definido baseando-
se em um sistema de equagdes diferenciais lineares acopladas (Resende et al. 2017). Este sistema
foi discretizado de forma a se aproximar de um modelo de regressdo linear multivariado. A matriz
de coeficientes do modelo, obtida até o tempo ¢, sera determinada baseada em um estimador
de minimos quadrados, descrito por (Aguirre 2007), e sera utilizada como instrumento para a
previsao da tendéncia dos pregos no tempo ¢ + 1.

As séries utilizadas nas andlises sdo de precos de fechamento das a¢des que participaram da
composi¢do da carteira tedrica dos indices DOW JONES e IBOVESPA. A amostra é composta
por dados com frequéncia de cotacao de 5 minutos no primeiro e segundo quadrimestres de
2017. Em dados intraday, maiores correlagdes sdo esperadas (Allez e Bouchaud 2011). O indice
IBOVESPA foi escolhido por ser um mercado de pais emergente, onde a inefici€éncia tende a
ser mais evidenciada, possibilitando, assim, maiores oportunidades de sucesso na previsao de
tendéncias de retornos (Cajueiro e Tabak 2004; Zunino et al. 2007). O mercado Americano foi
escolhido para contrastar com este cenario € também devido a sua importancia.

Na subsecao 3.1, serd apresentado de forma detalhada o tratamento dos dados. Pois, no
modelo analisado, consideramos que os desvios dos precos em relagdo a um prego considerado
justo traz informacdes sobre a dindmica dos precos das a¢des. Tais desvios sdo calculados
utilizando-se a diferenca logaritmica entre o preco bruto e o prego justo. Porém, calcular o preco
justo de cada a¢do envolve diversas andlises e varidveis que nao estao no foco do trabalho. Por
isto, utilizamos como aproximagdo para tal preco justo uma média mével exponencial.

Nas subsecdes 4.1 e 4.2, variamos o tamanho da janela de pontos utilizada no ajuste e
avaliamos os resultados em relagdo a manutencao dos parametros do modelo e sua a capacidade
de previsao de tendéncia de precos dos ativos.
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3. MODELO
3.1 Tratamento dos dados

O preco bruto de cada uma das n agdes no tempo ¢ € representado por x(t) (k = 1,2, ,n).
Utilizamos dados com precos tratados, que consistem nos desvios destes pregos brutos xy(t)
em relacdo a precos considerados justos. A forma que estabelecemos como aproximacao para o
célculo foi uma média mével exponencial Zy, (¢), calculada em um periodo precedente ao prego
bruto analisado, definida como:

xk(t):(xk(t)—xk(t_n)xﬁmk(t—n, 0
onde S é um pardmetro relacionado ao peso dado ao Gltimo valor x(t) no cdlculo e zy, (t — 1) é
a média movel exponencial calculada no periodo anterior.Quanto maior o tamanho de S menor o
peso dado ao dltimo preco. Neste trabalho, utilizamos S = 12 para o célculo das médias moveis.
Com isto, a nova série de precos tratados serd dada pela diferenca entre o logaritmo dos precos
brutos e o logaritmo dos pre¢os considerados justos, definida como

Xk (t) :hlxk (t) —lnik (t) (2)

Consideramos que os desvios dos pre¢os brutos em relagdo aos precos justos é que sao impor-
tantes para a representacao das dinamicas das séries. Desta forma, a partir deste ponto, em nossas
andlises utilizaremos as novas séries de precos tratados.

3.2 Ajuste linear do dados

O modelo de equacdes diferenciais lineares, que propusemos em (Resende et al. 2017), é
dado na forma

d
—Xa(t) =BXa(t),
- Xa (1) = BXa (1) ©)
onde
Xo(t—n+1) -+ Xo(t—1) Xoft
X, (f) = 2 | ) . 2(. ) 2.()
Xn(t—mn+1) - Xp(t—=1) X, (1)
e
Biyx Bip B
B By1 Bap Bs,
Bn,l Bn,Q e Bn,n
A equacio (3) equivale a n equagdes do tipo
Xi(7) Xi(7)
d | Xa2(7) Xa(7)
— =B 4
a | e “)
X, (1) X (1)
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comt—n+1<7<H¢.
Neste modelo, consideramos que os desvios dos precos brutos em relacao aos precos consid-
erados justos sdo os elementos importantes para a caracteriza¢ao das dindmicas das séries.
Discretizando o modelo de equagdes diferenciais, representado pela equacao (3), obtemos

Xa(t) = Xa(t—1)
X2 px, 0. )
equivalente a
Xa(t—1) = Xa(t) — AtBX,(1), (6)

= (I- AtB)Xa(t),
onde I é a matriz identidade n x n. Assumindo que A, = (I — A¢B)~! existe, podemos escrever
Xa(t) = AaXa(t —1). (7)

No modelo apresentado, se existir a inversa de X, (¢ — 1), podemos encontrar as matrizes A,
perfeitamente ajustadas para a equacao (7), isto €, o sistema definido desta maneira apresenta
solucdes que passam em todos os pontos no intervalo [t — n; t]. Agora, adaptaremos o modelo
buscando matrizes A, que sdo aproximadamente ajustadas em intervalos maiores. Para a
definicdo, suponha que a evolugdo dos precos tratados ainda possa ser expressa pela combinagao
linear das n ac¢des analisadas, sendo

X(t)=AX(t—1) +¢, @)
onde
Xit—R+1) ... Xq(t—1) Xi(t)
X(t) = Xo(t —.R—l—l) Xg(t.— 1) Xg'(t) |
Xo(t—R+1) ... Xo(t—1) Xu(t)
A(1,1) A(l,n—1) A(l,n)
A(2,1) A(2,n—1) A(2,n)
A= . . )
A(n, 1) A(n,n—1) A(n,n)
eit—R+1) ... et—1) &)
B €2<t—R+1> €2<t—1) 82(t)
en(t —:R +1) . 5n(t:— 1) 5n:(t)

e € o erro associado ao ajute, R € a quantidade de pontos utilizados no ajuste e n a quantidade de
acoes analisadas.

Observe que a equacgao (8) € diferente da equacao (7), uma vez que existe um erro associado
ao ajuste aproximado e também pelo fato de que X, (¢)(Xa(t — 1)) én x ne X(¢)(X(t —1)) é
da ordem n x R e, consequentemente, a matriz de coeficientes A € diferente de B.
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Expandindo a equacgdo (8), parat — R+ 1 < 7 < ¢, o sistema fica na forma

Xi(m) =AML, DXi(t— 1)+ A(L,2)Xo(t— 1)+ ... A(1,n) X\, (7 — 1) + &1(7)
Xo(m) = A2, DX (T— 1)+ A(2,2) Xo(T — 1)+ ... A(2,n) X, (T — 1) + &2(7) ©)

X,(1) = A(n, X1 (1 — 1) + A(n, 2)X§(r =1+ A, n) X (1 — 1) +e,(7)

A equacdo (8) se assemelha a um modelo de regressdo linear multivariado. Entretanto, a sua
validacdo como tal modelo depende da capacidade do mesmo em representar a dindmica que
produziu os dados. Esta andlise de validacao serd tratada em outros trabalhos.

Como conhecemos X(t) e X(t — 1), podemos determinar a matriz de coeficientes A fazendo
(Aguirre 2007)

A=XOX(Et-DHX(Et-1D)X(E-1)"H (10)

A matriz A pode variar de acordo com a escolha de ¢, conforme a equagdo (10). Deste modo,
usaremos a notacéo A (t) para a denotar a matriz A, calculada utilizando pontos do tempo ¢t — R
até o tempo t.

Com a matriz X (t) e X(¢ — 1), podemos calcular a variagio nos pregos das a¢des, que € a
diferenca do preco da acdo no periodo ¢ em relac@o ao periodo anterior ¢ — 1. Esta variacao do
preco AX(t) é denominada retorno do ativo, definida por

AX(t)
AXo(t)
ax@ = |~ 2, (11)
AX, (1)
sendo
AXi(t) = Xp(t) — Xi(t —1), (12)

onde usamos no passo final a equagdo (2).
3.3 Modelo de previsao

Para tentar prever o prego no tempo ¢ + 1, vamos utilizar como parametro a matriz A(t),
calculada utilizando-se R + 1 precos passados,. Para tanto, é desejavel que A(t) varie pouco
no tempo, sendo A (t) préxima a A(t — 1). Com esta perspectiva, empregamos A (¢) como
estimativa para A (¢ + 1) no modelo de previsao, definido por

A~

X(t+1) = A(t)X,(t), (13)

onde A(t) foi obtida com os R + 1 pregos até o tempo ¢,

~

{Q(t—l— 1)
X(t 1) = Xg(t:+ 1)
Xn(t.+ 1)
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¢ a matriz com precos previstos das acdes no tempo ¢ + 1 e

X (1)

X, — X2‘(t)

(0

¢ uma matriz coluna com os valores dos precos tratados no tempo ¢.

Mesmo que haja pouca variag@o entre as matrizes A(t) e A(¢ + 1), é natural obtermos um
erro associado a previsao.

O retorno previsto das agdes € dado por

Ay X (t+1)
Ax(ra1y= |2V (14)
AnX('t +1)
onde
AXp(t+1) = Xp(t + 1) — Xi(b). (15)

A partir deste retorno, definimos o vetor de tendéncia

T = ) , (16)

onde 1" sdo variaveis booleanas, assumindo os valores —1 e 1, sendo 1 (—1) associado a tendéncia
de alta (baixa) do preco. O bom resultado do modelo ocorrerd quando a tendéncia do preco
previsto for igual a tendéncia observada do preco real. O desempenho do modelo serd dado pela
acuricia

a= 17)
onde N, é o nimero de previsdes de tendéncias corretas € N € o nimero total de previsdes
executadas pelo modelo de previsao.

Nos resultados que apresentamos em (Resende et al. 2017), mostramos que o tamanho do
retorno previsto traz informagdo sobre a tendéncia. Logo, dividimos o conjunto de retornos
previstos U em 4 subconjuntos Uy, Us, Us e Uy, de forma que cada subconjunto contenha um
quarto dos retornos previstos. Os maiores retornos (em modulo) estao em Uy, seguidos pelos
retornos em Us, Us e Uy, nesta ordem. Os melhores resultados em (Resende et al. 2017) foram
obtidos para o subconjunto U,. Portanto, neste trabalho, vamos analisar apenas as tendéncias
previstas obtidas com retornos previstos em Uy.
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4. EXPLORACAO E RESULTADOS DO MODELO
4.1 Distancias entre as matrizes A (¢) em tempos adjacentes

Para analisar a varia¢ao da matriz A (¢) no tempo, definimos a distancia

d(A(), At —1) = | D > ALy — At —1)i ], (18)

i=1 j=1

onde A(t);; (A(t — 1);;) é o elemento da matriz A(¢) (A (¢t — 1)) na 4" linha e j*" coluna, entre
as matrizes adjacentes A (t) e A(t — 1) para vérios valores de R e mostramos os resultados na
Figura 1.

@

Figure 1- Distribuicio das distancias entre as matrizes A em tempos adjacentes para valores de R
variando de 100 a 1.000. Foram realizadas 5.000 execucdes para as a¢des do IBOVESPA e 3.900 para
as acoes que compdem o DOW JONES. Utilizamos séries de precos com granularidade de 5 minutos, no
periodo de 02/01/17 a 28/04/17 (primeiro quadrimestre de 2017). A linha continua representa a média das
distancias e a linha pontilhada mostra a média de d + os desvios do indices analisados. (a) DOW JONES.
(b) IBOVESPA.

Analisando os resultados da Figura 1, obtidos com a Eq. (10), percebemos que, a medida em
que aumentamos o valor de R, as distancias entre as matrizes calculadas em tempos adjacentes
diminuiram. Este resultado nos motiva a explorar o efeito da variacdo do tamanho de R nos
valores das acuracias a do modelo de previsao.

4.2 Variacao do tamanho de R

O objetivo do modelo € prever a tendéncia do preco no tempo ¢ + 1. Para isto, ele utiliza
a matriz de coeficientes A que minimiza a diferenca quadratica entre a matriz de precos reais
X (t 4 1) e a matriz de precos previstos X (¢ + 1). Para calcular esta matriz A é preciso R + 1
pontos. Aqui, analisamos os resultados de acurdcia do modelo na previsdo de tendéncia de
precos para diferentes valores de RR. Para isto, definimos a acurdcia média

> ay
== (19)
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e o desvio padrao

(20)

onde a;, € a acurdcia a para cada acdo k e n é o niimero total de a¢des analisadas.

Nesta andlise, uma acuricia média a, envolvendo todas as k acdes, € calculada para cada
tamanho de R. Sao realizadas 5.000 execucdes para as acdes do IBOVESPA e 3.900 para as agdes
do DOW JONES. A diferenca na quantidade de execucdes entre DOW JONES e IBOVESPA ¢é
devida ao menor tempo diario de permanéncia do pregdo de negociagdo do DOW JONES em
relacdo ao IBOVESPA. A Figura 2 mostra a acurdcia média a € =0, do modelo para todas as
acoes que compoem os indices DOW JONES e IBOVESPA. Os dados analisados sdo referentes
ao primeiro quadrimestre de 2017. Utilizamos diferentes tamanhos de R variando de 100 a
1.000, com incremento de 10 pontos a cada nova execugdo do programa. O objetivo desta Figura
¢ sinalizar o momento em que ndo ha mais ganhos significativos na acurdcia a medida que
aumentamos o tamanho de R.

0,56 T T T T T T T T
0,54 b

O2F . e S e e

0,5 W

0,48
0-56 T T T T T T T | ~j.‘ .

0.54F o .

0.52 /\M

05f o i

0.48 . . . . . . . .
100 200 300 400 500 I 600 700 800 900 1000

Figure 2- Acuracia média para todas as n acdes que compoem os indices DOW JONES e
IBOVESPA. Os dados analisados sao referentes as séries de precos com granularidade de 5 minu-
tos, no periodo de 02/01/17 a 28/04/17 (primeiro quadrimestre de 2017). Foram utilizados diferentes
tamanhos de R. Com valor inicial de R = 100, com incremento de 10. Para cada valor de R, foram
realizadas 5.000 execucdes para a série do IBOVESPA e 3.900 para DOW JONES. A linha continua
representa a acuracia média a obtida para todas as acdes dos indices analisados e a linha pontilhada
representa a acurdcia média a +o, das acuricias obtidas. (a) DOW JONES e (b) IBOVESPA.

Podemos observar na Figura 2 que para valores maiores de ? a curva da acuricia média a
tende a quase se estabilizar, porém ainda podemos perceber um leve crescimento. Para analisar
se ainda ha ganhos na acurdcia para valores de i > 500, calculamos o coeficiente angular 3 e
os coeficientes de determinacgio 7 da reta de ajuste aos pontos com valores de R superiores a
500. Os coeficientes angulares [ para todas as acdes dos indices DOW JONES e IBOVESA,
calculados para o intervalo 500 < R < 1.000, foram 3 = 5,63 x 107 e 3 = 1,24 x 107?,
respectivamente. Embora pequenos, ndo sdo irrelevantes: observe que numa variagdo de 0, 02 na
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acurdcia (o que é significativo) entre R = 500 ¢ R = 1.000, temos coeficiente angular 4 x 1072,
ou seja, na ordem dos observados. Os coeficientes de determinagdo foram 7% = 0, 2905 para
todas as acdes do indice DOW JONES e r? = 0, 6295 para todas as a¢des do IBOVESPA. Eles
indicam que o ajuste linear ndo € satisfatorio; Contudo, isto nao € relevante aqui, uma vez
que estamos interessados sobretudo no cardter crescente das curvas. Valores dos coeficentes
angulares f3, calculados para o intervalo 500 < R < 1.000, pequenos, porém positivos, indicam
crescimento da curva e nos motivam a investigar o comportamento do grafico para valores de R
maiores que 1.000.

Analisando a Figura 2, percebemos que a medida que aumentamos os valores de R, a curva
da acurdcia média tende a oscilar menos. Isso acontece devido ao incremento de 10 novos pontos
ser cada vez menos significativos a medida em que aumentamos a quantidade de pontos na janela.
O efeito é mais evidente ao compararmos os valores de R préximos a 10 com aqueles no final da
série.

A Figura 2 nos sugere que a acurdcia para as a¢oes do indice DOW JONES tende a se
estabilizar para valores de i > 400 pontos. Porém, a curva ainda mostra um leve crescimento
dos resultados. Para as agdes do indice IBOVESPA, € evidente que a curva de acuricia apresenta
ganhos significativos a medida em que aumentamos o tamanho de 1. Estas observacdes sdao
evidenciadas pelos valores dos coeficientes angulares obtidos.

Os resultados apresentados na Figura 2 sdo as acuracias médias a. Como estes valores se
referem as médias das acurdcias a de fodas as acdes para cada valor de 12, ndo podemos visualizar
o comportamento individual das a¢Oes para os diferentres tamanhos de R. Com isto, para mostrar
a dispersao das acurécias da acOes para cada valor de R, construimos os boxplots dos resultados
(Montgomery 2008). A dispersao, localizac@o e simetria das acurdcias podem ser representadas
pela Figura 3.

Como esperado, a Figura 3 mostra que as as acdes que compoem o indice IBOVESPA
apresentam mais outliers com altas taxas de acurdcias quando comparadas as a¢des do indice
DOW JONES.

5. CONCLUSAO

Observamos que a variacao do tamanho da janela utilizada no ajuste reflete nos resultados de
acurdcias do modelo. O ganhos de a tendem aumentarem com valores maiores de R. Diante dos
resultados, nosso objetivo foi mostrar que o modelo de previsao de tendéncia definido apresenta
uma taxa de acurdcia superior a um processo totalmente aleatdrio. Para validar estes resultados,
realizamos andlise estatistica baseada em testes de hipoteses. Onde a hipétese a ser testada € que a
acurdcia do modelo € estatisticamente diferente de 0, 5. Para os tamanhos de amostras analisadas,
qualquer taxa de acuracia superior a 53% obtém um p — valor menor que o nivel de significincia
estabelecido de 0, 05 para o teste. Este resultado indica que podemos rejeitar a hipdtese nula de
que o modelo é um processo totalmente aleatério. Portanto, encontramos desvios da hipdtese
de mercado eficiente nas séries analisadas por meio das acurécias obtidas. Como esperado, as
maiores acurdcias foram obtidas para as acoes que compdem o indice IBOVESPA.
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Figure 3- Boxplot da Acuracia para todas as acoes que compdoem os indices DOW JONES e
IBOVESPA. Os dados utilizados foram precos de fechamento das a¢des que compdem os indices DOW
JONES e IBOVESPA com granularidade de 5 minutos, no periodo de 02/01/17 a 28/04/17 (primeiro
quadrimestre de 2017). Foram analisados 100 diferentes tamanhos de R. Para cada valor de R, foram
realizadas 3.900 execugdes para as agdes do indice DOW JONES e 5.000 execugdes para as agdes que
compdem a carteira teérica do IBOVESPA. (a) DOW JONES. (b) IBOVESPA.
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APPENDIX A

INVESTIGATING MARKET EFFICIENCY THROUGH A MODEL OF FORECASTING
RETURN TRENDS OF ASSETS

Abstract. We define a predictive model of financial asset returns, based on a discretized coupled
linear differential equations system. In this, we consider that the relationship between stock
price deviations from a price considered fair brings information about the dynamics of stock
prices. The trend prediction model resembles a multivariate linear regression model. Statistical
validation as such will be carried out in the future. Parameters of the model are explored in order
to find a combination that presents relevant accuracy rates. Hypothesis tests will be applied to
the forecast results to investigate whether the model has a price trend hit rate other than a totally
random process.

Keywords: Differential Equations, Stock Market, Financial Series, Efficient Market Hypothesis,
Trends
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