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Resumo. Existem problemas fisicos cujo comportamento pode ser representado por equacgdes
de resolucéo complexa, ao idealizar estes problemas, objetivando uma modelagem matematica,
é necessaria a aplicacdo de métodos que permitam aproximacgdes aceitaveis. O presente
trabalho apresenta um método alternativo para a definicdo, montagem algébrica e
visualizacdo de dois items vinculados com a resolucdo de problemas térmicos por meios
computacionais. Normalmente, para casos uni e bidimensionais a resolugéo destes problemas
é trivial, mas a complexidade aumenta na medida que se idealizam casos tridimensionais ou
superiores. O método desenvolvido permite uma forma mais eficiente de determinar a estrutura
e coeficientes das matrizes de estabilidade e vetores condi¢ao de contorno necessarios para a
resolucdo da Equacao de Difusédo pelo método de diferencas finitas.
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1. INTRODUCAO

O modelamento matemaético consiste na representacdo de um sistema de fendmenos, neste
caso fenbmenos fisicos, usando equagdes, algoritmos e relacGes logicas. Quando o modelo
matematico consegue reproduzir o comportamento do sistema com uma precisao aceitavel, diz-
se que o modelo simula o sistema de fenomenos, também conhecido como “processo”.

Normalmente 0s processos reais sao tdo complexos que é necessario aplicar técnicas e
critérios de simplificagdo, mesmo assim, em muitos casos 0 equacionamento matematico e
resolucdo de um modelo simplificado ainda continua sendo dificil de abordar. Por exemplo,
existem equac0es diferenciais que representam processos reais simplificados (processos ideais),
que ndo possuem solucdo analitica, sendo necessaria a procura de metodos alternativos de
solucdo. Isto € carateristico na abordagem matemaética de problemas térmicos, onde é necessaria
a implementacdo de recursos computacionais para aproximacao de solucdes.

Anais do XXI ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais.
Buzios, RJ — 08 a 110utubro 2018



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Blzios - RJ

Existem ferramentas que permitem a manipulacdo de equacionamentos complexos, estas
ferramentas sdo normalmente implementacGes de software que acondicionam uma sequéncia
de técnicas com fundamentos matematicos. No presente trabalho, se apresenta uma alternativa
de implementacdo computacional no método das diferengas finitas em um problema térmico,
para a definicdo computacional das condi¢des de contorno e das matrizes de estabilidade. Pode-
se ressaltar que a implementacdo alternativa sugerida aplica-se em qualquer sistema de
coodenadas e é compativel com qualquer tipo de material, porém com fins préaticos, limita-se o
problema a um sistema carteciano e a um material de representacao isotrépica.

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Dado um problema de natureza térmica, a equacdo que representa este problema é a
Equacdo de Difusdo (Yunus A. Cengel, 2009), esta equacdo diferencial parabdlica pode ser
aplicada para o modelamento matematico de fendmenos como a prépria difusdo, algumas
reacGes quimicas e a conducdo de calor entre outros. A equacdo que representa a difusdo de
energia térmica através de um material é apresentada na Eq. (1):

i _ aT(x,y,z,t) i _ aT(x,y,z,[) i . aT(x,y,z,t) _ a_T
ax( kx(T) ax )+6y( ky(r) ay )+az( kZ(T) ox )+g(xr%zjf)_p(T)Cp(r) at (1)

Os termos k., k,, € k, representam a condutividade térmica do material em cada eixo do R,
sendo estes varidveis dependentes da temperatura e idénticos em magnitude para o caso
isotropico. A equacao pode ser catalogada como uma equacdo parcial linear de segunda ordem
com coeficientes variaveis. O termo g e o termo forcante por unidade de volume. A densidade
pr) € 0 calor especifico ¢, - também sdo varidveis dependentes da temperatura.

Adotando outro tipo de notacdo, onde o termo x € um vetor coluna que contém 0s
argumentos x, y e z nesta ordem, pode-se obter a Eq. (2) apresentada a seguir:

oT 5 K oT 5
&t _ x.t) —
P Coy o = 9@n + =(-kn=22) < Go=l9wndV (2)

O termo K, € a condutividade térmica do material isotrépico e o termo forgante G, pode
ser expressado como a somatoria de todos os termos forcantes por unidade de volume em toda
a extensdo do volume. Os termos forcantes podem representar fisicamente fontes calor, como
por exemplo pontos de geracdo de calor interno por efeito Joule, ou representar sumidouros
como por exemplo pontos que sdo dissipadores de calor.

E comum que nos problemas térmicos a Temperatura (T) seja aplicada como variavel
independente, mas existem casos especiais onde a Energia Interna (U) se torna o foco de analise.
Segundo (Calvimontes, 2018), uma simples troca de variaveis pode ser aplicada para tornar o
caso geral aplicavel em ambos contextos. O raciocinio é resumino na Eq. (3) e (4) a seguir:
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Temperatura: PCPw 5 Teo = 9@ + K 5= Ten + 32 Two 52 (Kw)
: . a a2 a a
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Ay = {U ; Dy = { @)= C) = K “ig, -1
(xt) I U WPy “Pa)
. ] 92 a a
Condicéo de reciprocidade U,y © Tzo: Uer) = fOT Py CPdT 4)

O termo n,, é conhecido como a Disfussividade térmica do material.
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3. METODOLOGIA

A variavel de monitoramento (4) representa a Temperatura ou a Energia Interna num
sistema continuo. Aplicando o método das diferencas finitas esta variavel representara, num
sistema discreto, cada ponto no espaco e sua respectiva mudanca no tempo. Para isto, se
definem os contadores i € [1,n], j € [1,m], € k € [1,1] para 0S €ixo0s x, y € z respectivamente, todo
valor préximo mas fora destes dominios deve ser considerado como condicao de contorno. Os
termos g, D e ¢ também sofrem a mesma discretizagdo espacial do que 4, a Eq. (5) detalha a
aproximacao dos termos continuos por termos discretos usando diferencas finitas centralizadas.
Na Eqg. (6) se resume a subtituigdo dos termos discretos na Eqg. (3).
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R Awi i ] ax (O
a ;I a 0 a J
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Existem casos especiais onde as diferencas finitas Ax, Ay e Az possuem uma magnitude
variavel no tempo ou no mesmo espaco, gerando malhas mais finas em regides criticas. No
problema matematico a ser abordado, estas distancias sdo constantes e ndo necessariamente
iguais uma da outra. Os termos lineares (TL) da Eq. (6) exemplificam a aplicacdo do método de
diferencas finitas de valor centrado. Adicionalmente, se as varidveis dependentes da
temperatura fossem um valor constante, note-se que 0s termos nao lineares (TNL) seriam
anulados. E necessario ressaltar que a Eq. (6) representa um sistema de equacgdes ordinarias
lineares. Aplicando uma discretizacdo no tempo nesta equacdo, tem-se a Eq. (7) a seguir:

n - caso 1D i - caso 1D A -A
- d (H'At)q “1 (t)q <1
Para: p=imn - caso2D; q=4L] - caso 2D ; _A(t)q =~ pAt P
Imn - caso3D i,j;k — caso3D px1
-1
Aera, = At (Ipxp D@y, > (g(t) +TL, + TNLq) + 4w, (7)
px1 px1 px q px1 px1

Na Eq. (7) pode-se perceber que um valor futuro da variavel de monitoramento (A4ar)
pode ser calculado adicionando ou substraindo uma certa quantidade a um valor atual (4,).
Esta quantidade em questdo deve ser estimada pelo modelo matematico que venha a ser
aplicado. O procedimento inverso pode ser realizado, calculando um valor anterior da variavel
de monitoramento (A4.._,.) baseado num valor atual (4.,), € conhecido como problema inverso
(-At), o qual pode ser aplicado como alternativa de solugdo, porém a resolucéo se baseia no
problema direto (+At). Os indices p e q s&o aplicados para ajudar na simplificagéo da notagao.
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E necessario ressaltar que o termo I é a matriz identidade, cuja tnica fungio na Eq. (7) é
diagonalizar o vetor D atraves de um produto escalar. O mesmo resultado se obtem usando
funcdes de diagonalizacio proprias da plataforma de programagcéo (ex: diag () no Octave®).

Os termos lineares e ndo lineares apresentados na Eq. (7) devem ser modificados para
serem implementados num algoritmo. Esta modificacdo, que no fundo é uma manipulacéo
algébrica, pode ser feita para o caso unidimensional, a complexidade aumenta para o caso
bidimensional, e no caso tridimensional a modificagdo manual torna-se impraticavel, por causa
da grande quantidade de termos. A seguir, se apresenta um método alternativo semi-
automatizado para a manipulacdo algébrica da Eq. (7), ndo necessariamente restrito a trés
dimensGes, posteriormente se apresenta a implementacdo computacional do algoritmo.

3.1 Manipulacéo algébrica

O método consiste nos seguintes passos: Montar uma tabela para visualizacdo do
comportamento dos contadores, e assim identificar as condigdes de contorno; Projetar a tabela
perpendicularmente para assim identificar as matrizes dos termos lineares e néo lineares.

Comportamento dos contadores. Na Eq. (6) apresentada anteriormente, percebe-se que
algumas carateristicas padrdo ndo mudam conforme o nimero de dimensfes do sistema. Os
padrdes que mais ressaltam sdo 0s termos vinculados as condi¢des de contorno para 0s TL e 0s
TNL. Estes termos de condi¢do de contorno surgem somente no inicio e no final do ciclo do
contador (k embutido em j, j em butido em ). Para visualizar melhor o comportamento destes
padrdes, se constri uma tabela e se sugere usar o software comercial Microsof Excel®,
conforme o0 modelo da Tabela 1. Posteriormente se apresenta a Fig. 1 que ilustra o raciocinio:

Tabela 1 — Tabela modelo para inferéncia da estrutura dos vetores condi¢do de contorno

o Apivi | 24w | Api-1 | Ap i —2Api | A it | Aw i | “2Ami | Aw i
L|Jj |k j j j j+1 j j-1 j j j
k k k k k k k+1 k k-1

2|11 j1(1(1|0|1]|1
212|1(2|1|1|2|0|1]2
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Figura 1 — Indicacédo de paddes nos valores subscritos dos contadores nos TL € TNL.
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Implementando a Tabela 1 no Microsoft Excel®, e aplicando algumas modificacbes para

uma melhor visualizacdo tem-se a Fig. 2 (param =5, n=5€ 1 = 5):
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Figura 2 — Implementacéo da tabela modelo, paran=5,m=5,el=>5.
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Na Fig. 2, no canto esquerdo inferior tem-se a tabela modelo completa com as 125 linhas
(ixjxk=5x5x5=125). Para uma melhor visualizacdo do comportamento dos contadores,
se estabeleceu um gradiente na cor das celulas segundo o valor contido:1 =m, 2=%, 3= , 4=

, 5 = m; desta forma facilita-se a visualizagdo dos ciclos embutidos. No canto inferior direito,
pode-se observar a formacéo intercalada dos valores das condi¢Ges de contorno segundo 0s
eixos:x: 0]1,5[6; y: 0]1,5[6; e z: 0]1,5[6 (valores fora do dominio de cada contador). Deve-se
ressaltar que no modelamento matematico, o dominio dos contadores pode ser diferente para
cada eixo (dimensao). Fazendo uma analogia entre todos 0s casos possiveis, € necessario definir
0S seguintes termos: @ que representa os vetores condicdo de contorno dos termos lineares
segundo cada eixo, e ¥ que representa os vetores condi¢ao de contorno dos termos ndo lineares
segundo cada eixo. Logo, podem-se fazer as seguintes inferéncias:

e Caso 1D, Fig. 3:

Dy \eemmeC AN | ¥,

0 2 - 0

0 3 2 B 0
D, | 4 3 2 Y-

0 0

0 5 4 3 0

¢n+1 .n-xI----s.-- ........ anH axl

Figura 3 — Identificacdo dos vetores condi¢do de contorno, caso unidimensional

Assim como se mencionou anteriormente, os termos dos vetores condi¢do de contorno
estdo definidos somente para o valor inicial (i = 0) e o valor final (i = n + 1).

e Caso 2D, Fig. 4:
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Figura 4 — Identificacdo dos vetores condic¢do de contorno, caso bidimensional

Pode-se notar que a diferenca entre ® e ¥ esta simplemente no sinal (=) nos primeiros
termos de cada ciclo. Para o caso 3D, por simplicidade, somente se apresentara &.
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e Caso 3D, Fig. 5:
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Figura 5 — Identificacdo dos vetores condi¢cdo de contorno (somente termos lineares), caso
tridimensional

Onde o termo W possui o sinal (=) nos primeiros termos de cada ciclo.

Projecdo perpendicular da tabela modelo. O método para visualizagdo e determinacdo da
estrutura dos vetores condicdo de contorno apresentado anteriormente € pratico no caso de
dimensdes superiores (mesmo estas ndo tendo ainda uma interpretagdo fisica), porém para o
caso da visualizacdo e determinacgdo das matrizes de estabilidade dos TL e TNL é necessaria uma
extensdo deste método. O objetivo é determinar os coeficientes e suas respectivas posi¢ées nas
matrizes, conhecidas como matriz v para os termos lineares e w para 0s termos ndo lineares. Se
trabalha com uma extensdo da Tabela 1 apresentada anteriormente, com uma projecédo
perpendicular dos contadores i, j e k, como se mostra na Tabela 2 a seguir:
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Tabela 2 — Projecao perpendicular da tabela modelo.

il1]1 n
i | k] Ao | ol | Aot [ Ao i) el Aot Ao @ 2o Ao T -
k k k k k k k+1 k lg=il k 1 2 1
11 [1]2]1[1]1]1]2]o0]1]1 2 1:1:1>
11 ]2|2]1][2]1]1]2]0]1]2 1:1: 1>
A PR B P P P B P P B SRR
n|mj|l 21?2121

Por causa da proje¢do, uma matriz (na cor ‘laranja’ na Tabela 2) € formada. O objetivo é
que esta matriz contenha os valores dos coeficientes das matrizes de estabilidade v e w.

Para o caso 1D, cujas matrizes sao manualmente simples de construir, pode-se notar que a
matriz v é uma matriz tri-diagonal quadrada cujos coeficientes sdo herdados dos termos
lineares. A matriz w é também uma matriz tri-diagonal quadrada cujos coeficientes sdo
herdados dos termos néo lineares, porém com os coeficientes da diagonal principal todos nulos.
A inferéncia é a seguinte: Quando o identificador das colunas é igual ao identificador das linhas,
o coeficiente contido é igual ao coeficiente do valor centrado no contador (-2) e quando a
diferenca entre o valor do identificador das colunas e o valor do identificador das linhas é maior
gue a unidade, entdo o valor da célula é nulo (0); o restante das células contém valores iguais a
uma unidade (1). De um modo semelhante se estabelece uma inferéncia sobre os coeficientes
das matrizes para dimensdes superiores. O desenvolvimento do algoritmo, baseado na
observacao dos padrdes destas matrizes, permite preencher a matriz ‘laranja’ da Tabela 2. O
raciocinio é apresentado a seguir:

e A triada i, j e k, dentro da sua evolugdo segundo o ciclo embutido, serve para a
identificacdo das células das matrizes a preencher. Sabendo que uma triada pode gerar
Imn combinac6es diferentes; as matrizes a preencher tém dimenséo imn x imn, logo, sdo
necessarias duas triadas. Este processo de identificacdo é analogo a inferéncia exposta
no paragrafo anterior (identificadores de linhas e colunas). Pode-se definir um valor
Ponteiro(#linha, #coluna), especifico para cada célula da matriz a preencher, onde o
argumento #linha corresponde a primeira triada de evolucéo vertical dos contadores i, j
e k apresentados na Tabela 1; e o argumento #coluna corresponde a segunda triada de
evolugdo horizontal dos mesmos contadores, mostrados na Tabela 2 como “projegdo
perpendicular”. Entdo, o valor Ponteiro pode representar imn x imn valores diferentes,
cada um especifico e referente a uma célula das matrizes a preencher.

e Para cada eixo do sistema, nos TL tem-se uma fracdo com trés termos no numerador, e
nos TNL tem-se duas fragGes (uma para A, € outra para C.,) com numeradores que
contém a diferenca dos dois termos, note-se que para A, OuU C(,, Usa-se a mesma matriz
W, ou seja, somente um deles serd analisado, sendo o procedimento idéntico para ambos
0s termos. Sem isolamento dos denominadores Ax? e 4Ax?para 0 caso 1D; Ax?, 4Ax?, Ay?
e 4Ay? para 0 caso 2D; e Ax?, 4Ax?%, Ay?, 4Ay?, Az?e 4Az*para 0 caso 3D, para oS
numeradores tém-se que:

o O primeiros termos possuem o coeficiente 1; estes serdo definidos como
Coeficientes Adiantados, pois sempre tém um dos contadores adiantado.

o Os ultimos termos possuem coeficientes 1 e —1 para 0 caso linear e ndo linear
respectivamente, estes serdo definidos como Coeficientes Atrasados, pois sempre
tém um dos contadores atrasado.

o S0 no caso linear que o segundo termo possui o coeficiente —2; o qual pode ser
definido como Coeficiente Centralizado.
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¢ Analisando os indices gerados pela Tabela 1, pode se perceber que o seguinte fato é

independente do nimero de eixos (dimensdes) do problema:

o Atriada dos indices do termo determina o argumento #coluna, sendo que esta triada
¢ consequéncia do adiantamento, centralizagdo ou atraso de um argumento #linha.

o Considerando uma matriz inicial nula com dimensdes imn x lmn, 0 coeficiente
correspondente a triada de indices, deve ser adicionado ao valor ja contido na célula
denominada Ponteiro(#linha, #coluna) pertencente a esta matriz.

o Nota-se que os termos lineares contribuirdo com coeficientes 1 ou —2 (vinculados
a diferentes denominadores) e os termos néo lineares contribuirdo com 1 e —1.

3.2 Implementacéodo algoritmo

O raciocinio descrito anteriormente é implementado na forma de algoritmo usando uma
tabela feita no software comercial Microsoft Excel®.A Fig. 6 e 7, a seguir, exemplificam a
implementacédo do algoritmo:

APS M - feo | =SI(SI(SI((SF5=APS2);1;,0)+SI(($G5=APS3);1;0)+SI((SHS=APS4);1;0) }=3;1;0)+SI{ (SI{{$I5=APS2);1;0)+S1([SK5=APS3);1;0)+SI{( SL5=APSA);1;0)) =3; 1;0)+SI{{SI{ (SN5=APS2);1;0)+S1({505= ~
AP$3);1;O)+SI(($P5=APSA);1;O))=3;1;D))=1;‘ ;0 ( ,,1;0)+SI“$3 =APS: ,,1;0)+SI(($T5=APM);1;O}}=3;1;O)+SI((SI(($\t‘5=AP$2);1;0}+S|(($W5=AP$3);1;O)+S|(($X5=
AP$4);1;0))=3;1;0)4S1((S1{($Z5=AP$2);1;0}+SI{{SAAS=AP$3);1;0) +S1(( SAB5=AP$4);1;0) ) =2;1;0))=1;10;0)+SI{[SI{ (SI{{SADS=AP$2);1;0)+SI{{ SAES=AP$3); 1,0)+S1{ (SAF5=AP$4);1;0))=3;1;
0)+51{(SI{{SAHS=APS2); L;0}+SI((SAIS=APS3); 1,0} +51{{SAIS=APS4); 1;0) ) =3;1;0)+S1((SI{ [SALS=APS2);1;0) +51{ [SAMS=AP$3); 1;0) +SI({SANS=AP$4);1;0))=3;1;0) )=1;1,0)

F G H|IJ|KILMN O PQR S TUV W X|Y ZAAABAADAE AFAAH Al AJAALAMAN AO [AP AQ AR| AS|AT AU AV AW AX AY AZ BA BB BC B~
i1 i1 k-1
Pk ik Pkl i ki ki k|0 ij ok i
i+ j+1 le+1
211 111 11 1721 111 1fof1f 112 111 11
212 112 120 1722 112 102l 113 112 111
213 113 13 1723 113 1fo|3[ /114 113 112
214 114 14 1724 114 1fojs 1215 114 113
215 115 15/ 1725 115 1fofs| 116 115 11 4
2 2 H 2 21/ 1732 (121 1711 122 121 129
222 122 2201732 122 1712 123 122 121
223 /123 23 /133 1223 1713 /1224123122
224 124 24 1734 124 1714 125 124 123
225 125 25 1735 125 1715 12. 125 124
231 (131 301 (174 1 (131 (1721|132 131 13.
Wmatrix‘ @ HEE] v
ST i3 Mo-——+ 1%

Figura 6 — Implementacg&o do algoritmo de determinag&o da matriz de estabilidade v

AD5 M fe || =SI{(SI{{SI($F5=ADS2);1;0)+S1((5G5=ADS3);1;0)+SI((SH5=ADS4);1;0))=3;1;0)+S1( (SI{[ $)5=ADS2);1;0)+SI{{ SK5=ADS3);1;0)+SI(( SL5=ADS4);1;0))=3;1;0))=1;100;0)+SI((SI{ (SI{{SN5=ADS2) ~
;1;,0)+51(($05=AD$3);1;0)+S1{{$P5=ADS$4);1;0))=3;1;0)+SI{(SI{ ( SRS=AD$2);1;0)+SI{{$S5=AD$3); 1;0)+SI(( $T5=ADS4); 1;0) }=3;1;0) )=1;10;0)+SI{{SI{{SI [(SV5=AD$2);1;0)+SI{(SW5=ADS3);1;
0)+51{{$X5=AD3$4);1;0))=3;1;0)+51{(S1{($Z5=ADS2);1;0)+51( [ SAA5=ADS3); 1;0)+51(( SAB5=ADS$4);1;0))=3;1;0) )=1;1;0)+SI{(SI((S1{{$I5=ADS2);1;0) +SI{{ SK5=ADS3);1;0)+51((SL5=ADS4);1;0)
)=3;1;0))=1;100;0)+S1{{SI{(SI{ [ SR5=AD$2); 1;0)+S1{{$S5=ADS2); 1;0)+SI[($T5=ADS4);1;0))=3;1;0))=1;10;0)+S1({SI((SI( ($Z5=ADS2); 1;0)+SI( [ SAAS=ADS3);1;0) +SI{ [ SABS=ADS4);1;0) }=3; 1;

0))=1;1;0)

B | C | D |EF|GHIJKLMNOFPRQRSTUVW XY ZAAABACAD AE AF AG/AH AL AJ AK| AL /AMAN|AO| AP AQ AR AS| AT AU AV AW AX AY AZ I~
2 -1 i1 k-1 1111111111111 11111111 11
3 +A i k.-A i kA k -A i kl#a i j T |
4 i+l j+1 k+1
5| 1 1 1 211 11 1721 1701 112 11
6 1 1 2 212 12/ 1722 1702 113 111
71 1 3 213 13 1723 (203 (114 112
8 1 1 4 214 14 1724 104 215 113
s 2 1 s 215 15 1725 1/0s| 1176 114
w1 2 2 221 21| 1731 1711 122 1209
1 1 2 2 222 22 1732 1712 123 121
12| 2 3 223 23 1733 1713 124 122
B 1 2 a 224 24 (1734 (1714 125 123
1l 1 2 H 225 25 173's 171 5] 1208 12 4
15 1 3 1 2 31 31| 17401 (1721 (132 13!
Larl = S TS T N N

V matrix | W matrix

Figura 7 — Implementacéo do algoritmo de determinacdo da matriz de estabilidade w

1 0 Microsoft Excel® das figuras estd em espanhol. Para versdes em inglés deve-se substituir o Sl pelo IF.
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Para poder ressaltar a visualizacao das matrizes de estabilidade na tabela do programa e na
Fig. 6 e 7, se atribui valores simbdlicos em relacdo aos valores dos coeficientes. A Tabela 3
resume estas equivaléncias para 0s casos uni, bi e tridimensional:

Tabela 3 — Projecdo perpendicular da tabela modelo.

Matriz de estabilidade V Matriz de estabilidade W
Valores Simbélicos: 1 10 | 100 111 1 2 10 20 100 200
1 1 1 -2 -2 =2 1 -1 1 -1 1 -1
Caso 3D: — | = =S| Sttt — =S| = | = | ==
Az? Ay Ax? Ax?  Ay? Az 4Az? 4Az? 4Ay 4Ay 4Ax? 4Ax?
] 1 1 -2 -2 1 -1 1 1
Caso 2D: e | 0| metaet? | my | e |ame | 0 | °
1 -2 1 -1
: — 0 0 — — 0 0 0 0
Caso 1D Az ot 0+0 in? | a7

4. RESULTADOS

A abordagem deste trabalho permite a defini¢do e visualizacdo dos vetores condicao de
contorno e das matrizes de estabilidade para qualquer dimensdo do sistema a ser analisado.
Conhecendo a estrutura e aplicacdo algebrica de ambos os itens € possivel uma implementacao
computacional, objetivando facilitar a montagem destes num co6digo destinado para
modelamento matematico. Para citar um exemplo, se mostra uma linha de codigo na plataforma
Octave®, para o caso unidimensional, que permite a montagem das matrizes v e w dada a
quantidade de elementos finitos n:

>V=(zeros (n,n)+ (-2) *eye (n) +diag(ones(n-1,1),1)+diag(ones (n-1,1),-1));
>W=(zeros (n,n)+diag(ones(n-1,1),1)-diag(ones(n-1,1),-1));

De uma maneira semelhante se pode proceder com dimensdes superiores. O APENDICE
A, no final deste documento, apresenta os resultados alcancados.

5. CONCLUSAO

Pode-se perceber a grande utilidade dos recursos computacionais na resolucdo de
problemas numéricos. O conhecimento da estrutura e propriedades algébricas dos termos a
serem implementados computacionalmente em algum tipo de modelamento matematico,
permitem o uso e otimizacdo de algoritmos, objetivando codigos mais eficientes e rotinas de
resolu¢cdo com menor tempo computacional. O método alternativo apresentado neste trabalho
permite visualizar desde um ponto de vista diferente a montagem algébrica dos termos
envolvidos numa equacéo de governo.

6. TRABALHOS FUTUROS

O desenvolvimento desta pesquisa faz parte de um processo de re-engenharia de modelos
matematicos para problemas térmicos. Em futuros trabalhos pretende-se implementar
computacionalmente a Eq. (7) aplicando os resultados alcagados neste trabalho.
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APENDICE A

A seguir, se apresenta os resultados alcancados pela implementacdo do método alternativo:

e Caso 1D, Fig. 8:

_—2 _ 1
111_?;1_F

-2 0 =« 0 0

i -2 1 - 00

Van=| % 1 200

00 0 1 -2 1

00 0 0 1 -2,

1 -1
Eyy=iiiabyye)

10 - 00

0o 1 -« 0 0

Wow=( 0 2D

00 0 -1 0 1

0 0 0 0 -1 0

Figura 8 —~Matrizes dos termos lineares ve ndo lineares w, caso unidimensional

e Caso 2D, Fig. 9:

2 1 1 1 -1 1 -1
=L Wonxmn 2 m=5n=5 - 1= 10=-—5;20=——

W=-r5—n L= ne a0y?' 2 = aay? 10 = 4 20 T 4

Vinnsxmn 7> m=5n=5

menxmn Vymnxmn

Vinxmn = Ax? Ay? w _ Wxinxmn | W¥mnxmn
2 0 -~ 1 0 - mnxmn 4Ax? 4ay?
0 -2 -~ 0 1 -~ 0 o é ’ o o
1 0 -2 0 0 1o A
VX yppsmn 0 1 0 0 1 0 ; -
w. = _
0 0 -2 0 1 Fmnsemn = [0 ~1 0 o
0 1 0 -2 0 0 P 0
0 1 0 72’mnxmn ., _
2 1 0 1 0 1 -0 -1 ‘mnxmn
1 =2 0 0 -1 0 0 0
0 -
-2 1 0 w1
VY mnxmn = 0 1 0~ 1 0 WY onsmn = 0 -1 0 1 0
0o 1 -2 " -1 -
woow 0
0 0 0 -2 1 0 0 w0 1
0 1 -2 nxmn -1 0anxmn

Figura 9 —Matrizes dos termos lineares ve ndo lineares w, caso bidimensional
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e Caso 3D Termos lineares, Fig. 10:

VX imnximn T VY imnximn T VZimnximn = Vimnximn

111 -2 N -2 N -2 1 1 1
T Ax? O Ay? Az’ Az2 T Ay?’ Ax?

Figura 10 —Matrizes dos termos lineares v, caso tridimensional

Nota-se que desta forma a compatibilidade entre os casos uni, bi e tridimensional é
satisfatoriamente mantida, a tal ponto que as matrizes de dimensfes superiores contém as
matrizes de dimensdes inferiores. Este padrdo se repete para todas as dimensdes superiores.

Anais do XXI ENMC — Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX ECTM — Encontro de Ciéncias e Tecnologia de Materiais.
Buzios, RJ — 08 a 110utubro 2018



XXI ENMC e IX ECTM
08 a 11 de Outubro de 2018
Instituto Federal Fluminense — Blzios - RJ

e Caso 3D Termos néo lineares, Fig. 11:

lemnxlmn + Wy Imnxlmn + Wzlmnxlmn = Wlmnxlmn

Figura 11 —Matrizes dos termos ndo lineares w, caso tridimensional
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STABILITY MATRIX AND BOUNDARY CONDITION COMPUTATIONAL
IMPLEMENTATION ALTERNATIVE TO THE FINITE DIFFERENCES METHOD
FOR CARTESIAN THERMAL PROBLEMS RESOLUTION ENVOLVING
ISOTROPIC MATERIALS

Sergio Cordero Calvimontes'— sergio.cordero.calvimontes@hotmail.com
Renan Franco Damasceno Lopes® — renanfdlopes@gmail.com
! Universidade Federal Fluminense — Volta Redonda, RJ, Brasil

Abstract.Complex resolution equations can represent some physical problems; when idealizing
these problems; in order to apply a mathematical modelling, it is necessary to apply alternative
methods, which allow acceptable approximations. This work presents an alternative method to
define, algebraically mount and visualize two items vinculated with thermal problems
resolution by computational tools. Actually, for mono and bidimentional cases, the resolution
is trivial, but when tri or higher dimensions are idealized, the problem is much more complex.
The developed method allows a relatively easy way to determine the structure and coefficients
of stability matrix and boundary condition vectors, needed for the Diffusion Equation resolution
using the finite element method.

Keywords: Finite Differences, Stability Matrix, Boundary Condition Vector, Octave®.
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