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Visualizacdo geomeétrica no plano e no
espaco com os recursos do Winplot

Eliane Vigneron Barreto Aguiar’

Percebe-se que muitas alunos apresentam dificuldades de visualizacéo
plana e espacial quando séao investigados acerca da construcdo de graficos

bidimensionais, bem comao de superficies tridimensionais. Alem disso, néo
associam adequadamente a equacao a respectiva representacao grafica.

As tecnologias computacionais tendem a estimular a participagéo
ativa do aluno permitindo a representacéo de graficos de forma dinamica.
Essas tecnologias possibilitam introduzir novas formas de representagéo
na sala de aula, que destacam outros aspectos dos conceitos matematicos,
tais como: facilitar a formulacdo de conjecturas, permitir a analise
simultanea de um numero grande de casos e favorecer o desenvolvimento
de uma leitura geometrica do desenho para o aprendiz. O software gratuito
Winplot! permite plotar um ponto genérico de uma curva plana a partir de
um parametro. Assim, um ponto pode movimentar-se pela tela descrevendo
nitidamente a curva. 0 processo de construgdo de uma superficie no espaco
tridimensional, no Winplot, também pode ser tracado a partir das equacdes
parameétricas dessa superficie.

A atividade descrita neste capitulo foi realizada com os alunos do 4°
periodo, da Licenciatura em Ciéncias da Natureza, na disciplina de Calculo III.
Inicialmente, com o ohjetivo de familiarizar os alunos com as ferramentas do
Winplat, foram utilizados os recursos desse software para plotar os graficos da
funcéo quadratica y = x° e da funcdo cosseno y = cos(x]. Além disso, utilizaram-
se as equacfes parametricas para a construgao continua do grafico da funcéo
sena y = sen(xJ, bem como animacgéo do grafico dessa fungéo.

" Doutorado em Informatica na Educagédo, UFRGS

(http://math.exeter.edu/rparris/winplot.htm\> j
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/ No estudo de fungtes de varias variaveis percebeu-se a necessidade dh
canstruir, utilizando-se programas computacionais, graficos de superficies
tridimensionais que séo praticamente impossiveis de serem tragados com lapis

e papel. Alemdisso, algumas superficies quadricas (como a esfera, o hiperboloide
de uma folha, o cone eliptico, o elipsoide], também foram representadas com
os recursos do Winplot. A visualizagéo das construgfes dessas superficies e
dos seus tracos possihilitou ao aprendiz o desenvolvimento de habilidades de
representagcao geometrica em um espaco tridimensional.

0 ambiente “lapis e papel quadriculado” permitiu, tambem, a
representacao geometrica dessas superficies quadricas. Este exigiu maior
habilidade geométrico-espacial para gerar a imagem mental e determinar 0s
tragos nos planos coordenadaos a partir da obtencéo das equaces por meio dos
calculos necessarios.

Os dois ambientes trabalhados enfatizaram aspectos distintos do
conteldo facilitando a compreensao do estudante acerca da relagéo existente
entre a representacédo grafica da superficie com sua respectiva equacgéo analitica.

PRATICA PROFISSIONAL DE SALA DE AULA

A minha pratica profissional de sala de aula permite afirmar que é grande a
dificuldade apresentada pelos alunos quando séo colocados diante de problemas
de construgéo de graficos a partir de equactes. Percebe-se que essa deficiencia
em visualizagdo geometrica plana e espacial perpassa toda a educacgéo basica
alcangando o ensino superior. Isto foi evidenciado par alguns pesquisadores, em
Educacao Matematica, visto que estes desenvolveram seus estudos focando na
visualizagcdo em ambientes de geometria dinamica [PALLES; SILVA, 2012], ou em
representacdo e construcdo em geometria [FAINGUELERNT, 1999].

Outros pesquisadores como Rogenski e Pedroso (2007]) partiram de
situagOesvivenciadaspeloalunoeexploraramdiversos conceitos geometricas,
desde o reconhecimento da percepcdo espacial e visualizagéo até conceitos
mais complexos tratados no ensino medio, ndo apenas para a matematica
como tambeém para as demais areas de ensino. Utilizaram o cinema como
ponto de partida, relacionando-o as artes, a hiologia, a arquitetura e a outros

K\aspectos do mundo fisico. /
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/ Confarme Gravina [1996], os alunos chegam a universidade sem terenﬁ
atingido os niveis mentais da deducé&o e do rigor. Os alunos pouco dominam
habilidades de raciocinio dedutivo, métodos e generalizac@es que S&0 processos
caracteristicos e fundamentais da Geometria. Apresentam, tambeém, pouca
compreensdo dos abjetos geomeétricos, confundindo propriedades do desenho
com propriedades do objeto.

Alguns topicos das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral e/
ou Geometria Analitica, como Superficies Quadricas, Volumes de Solidos
de Revolugdo, Equacdo do Plano, e outros, tornam-se dificeis de serem
desenvolvidos, em sala de aula, sem o apoio de uma ferramenta tecnoldgica
da informatica que possibilite aos alunos uma visualizagdo espacial. A
capacidade de visualizagéo esta relacionada com a hahilidade de gerar uma
imagem mental. Os conteddos abordados nessas disciplinas, na maioria das
vezes, sao considerados incompreensiveis pelos estudantes universitarios
da area de Ciéncias Exatas.

Uma maneira de tornar as aulas mais atrativas & apresentar
algumas atividades que permitam aos estudantes uma participagao ativa e
construcionista do conhecimento. Isto € possivel de ser realizado utilizando o
computador em sala de aula.

COMPUTADGR NA SALA DE AULA

Na cancepcao de Papert (1994], os computadores podem e devem ser
utilizados como instrumentas para trabalhar e pensar, como meios de realizar
projetos, assim como fante de conceitas para pensar novas ideias.

A teoria construcionista esta fundamentada no principio construtivista
de que a aprendizagem é um processo ativo de construcao e reconstrucdo das
estruturas mentais. 0 aprendizado se da de forma especialmente efetiva em
um contexto no qual o estudante esta conscientemente engajado em construir
um artefato publico e de interesse pessoal, sobre o qual pode refletir e mostrar
a outras pessoas (MALTEMPI, 2004).

Portanto, ao conceito de que se aprende melhor fazendo, o Construcionismo
acrescenta: aprende-se melhor ainda quando se gosta, pensa e conversa sobre

\i que se faz [PAPERT, 1986]. Nessa experiéncia de sala de aula busca-se a)
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f/utilizagéo do computador como uma ferramenta com a qual o aluno desenvolvh
uma atividade para facilitar a compreensédo da visualizagéo plana e espacial.

Segundo Valente [1993a), assim o aprendizado ocarre pelo fato de o
aluno executar uma tarefa por intermedio do computador. A acdo de resolver
uma situacdo-problema por meio do computador pode ser mapeada atraves do
ciclo descricdo-execucdo-reflexdo-depuracgéo.

Quando o alunoresolve uma situacdo-prohlema, por meio do computador,
ele comega pensando na solugéo do problema. 0 computador executa a ideia
inicial e farnece um resultado. Ao observar o resultado, o alunao realiza uma
reflex@o, e caso o feedback dado ndo esteja de acordo com que esperava, o aluno
tenta identificar os erros cometidos na descricdo, para possiveis correcoes,
depurando assim, o problema [VALENTE, 1993a].

0 computador pode, dessa forma, auxiliar a construcéo do conhecimento
e a compreensdo de conceitos. Um ambiente de aprendizagem gue favoreca
a construcéo do conhecimento e o desenvolvimento de habilidades de pensar,
bem como de raciocinar, de refletir, elaborar hipoteses, fazer conjecturas, tomar
decisbes ou desenvalver a visualizagao plana e espacial, ndo depende somente
do software escolhido, mas também da metodologia utilizada pelo professor
em sala de aula [VALENTE, 1993b].

Simoka (2013])afirmaque, utilizando o software Winplot, e possivel estabelecer
animag0es com os parametras de uma fung&o mostranda diversas caracteristicas e
propriedades, o que permite gue os alunos obtenham um grau de entendimento que
seria dificil de alcangar somente com a utilizac&o de quadro-negro e livros.

WINPLOT: UMA FERRAMENTA ACESSIVEL

As atividades propostas foram desenvolvidas de forma a articular
0s tragados realizados com o uso de lapis e papel juntamente com o0s
recursos das ferramentas informatizadas, utilizando-se o software Winplot®
, Que € um programa gratuito, executado no sistema operacional Windows, o qual
permiteumadinamicaderotacéo e translagdo defiguras, facilitando avisualizacéo
geometrica em espacaos tridimensionais, com multiplas representacoes.

0 objetivo principal foi propor atividades para a construcdo do grafico de

K;Neste estudo foi usada a versdo 1.52.0.1 do Winplot. )
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/ruma funcao no espaco hidimensional bem como a construgéo de uma Superficie\
no espacgo tridimensional. A partir da efetiva construcdo grafica pode ser
explorada a hahilidade de visualizag&o espacial, permitindo também, uma analise
da relagéo existente entre a equagéo e a respectiva construgao geometrica.

GRAFICOS NO ESPACO BIDIMENSIONAL
Atividade 1: Plotar o Grdfico da Fungdo Quadrdtica y = x?

Na atividade 1, o ohbjetivo foi construir e visualizar uma curva plana por
meio de inumeros pontos da mesma. Esse modo de construcdo € chamado
discreto. A atividade consiste em plotar um ponto genérico do grafico da curva
y = x2 utilizando o Winplot (Figura 1): para isso, basta escolher uma letra do
alfabeto para servir de parametro (par exemplo, aj, e digitar (a, a*2].

Para determinar os valores minimo e maximo do parémetro utilizado [neste
casa, parametro a), pode-se clicar no menu principal em Equagdo, Inventario
(Ctrl+1), Familia e depois de inserir os valores, pode-se entdo visualizar a construgéo
do grafico da funcéo. Neste caso, os valares considerados foram -2<a< 3.

A partir dessa construgao (Figura 1), nesse intervalo considerado,
podem ser explorados alguns conceitos como dominio, imagem, panto
maximo, ponto minimo e vertice.

i Fungao Quadratica.wp2
Arquivo  Equ

(x,y) = (2,272) familia(a =
(x,¥) = (-2 e
¥)

(x,¥) = (3,9)

Figura 1 - Uso do Winplot para plotar o grafico da fungdo quadraticay = x?

\ Fonte: A autora )
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/Atividude 2: Plotar Grdfico da Fungéio Cosseno f[x ] = cos[x] \

Para plotar um ponto genérico do grafico da funcéo cosseno f(x]=cos(x],
utilizando o Winplot, basta escolher uma letra do alfabeto para servir de
parametro (por exemplo, a) e ent8o pode-se clicar em Equacéo, Ponto, (X, y] e
depaois digitar (a, cos[a]].

Conforme comentado anteriormente, para determinar os valores minima
e maximo do parametro utilizado [neste caso, parametro a), pode-se clicar no
menu principal em Equacéo, Inventario (Ctrl+1], Familia e apos inserir os valares,
pode-se entéo visualizar a construgéo do grafico da fung&o. Nesse exemplo, 0
grafico esta variando de -2n ate 2n (Figura 2].

= Fungao Cosseno.wp2
Arquivo Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros
(x,¥) = t&,cos(a]) familiafa -I-6.253'--> a = 6.283; 40 pass

Figura 2 - Uso do Winplot para plotar o grafico da fungdo cosseno f[x] = cos(x]
Fonte: A autora

Aiimportancia desse recurso na canstrucdo do grafico da funcéo cosseno,
definida por f[x] = cos(x], esta no fato de que na maioria das vezes, em sala de
aula, séo representados os pontos mais significativas dessa curva, e depais
argumenta-se que o formato desta fungéo periodica tem aquele aspecto. O

/

conceito de periodicidade pode ser explorado com clareza nessa atividade 2.
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(rAtividude 3: Construgdo continua do grdfico da funcéio seno y = sen[x]\

Para construir continuamente uma curva y = f[x], ligando-se um ponto
a outro do plano, pode-se utilizar a forma parameétrica dessa curva. Portanto,
¢ possivel escrever as equagtes paramétricas de uma funcéo e fazer o tragado
do grafico iniciando a partir de um determinado valor (JESUS; SOARES, 2005].

Considere a fungao f[x] = senx, 0<x < 2r. No Winplot, utiliza-se f(x] = sin[x].

As equacbes parametricas de y = sen[x], utilizando-se como parametro
t, no Winplot, séo:

x(t) =t
{y(t) =sin(t),0 <t <2m

Ent&o, obtém-se o tragado do grafico como maostra a Figura 3.

i

tm: Fungao Seno.wp2 [;H§|E|
Arquivo Equacdio Ver Mouse Um Dois Anim Outros

(x,v) = (t,sin(t)); 0.000000 <= t <= 6.283185
A T :

Figura 3 - Grafico continuo da fungéo f(x] = sen(x] utilizando as equacdes paramétricas
Fonte: A autora

Utilizando-se as equactes parametricas para construir o grafico da fungao
seng, na Figura 3, foi possivel introduzir uma importante maneira de descrever
uma curva, permitindo imaginar uma particula P percorrendo um caminho C
\iomo funcdo do tempo t, cuja animacaoc pode ser visualizada na atividade 4. )
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/Atividade 4: Animacéo \

Pode-se animar o grafico de uma funcdo desde que as equacoes
caontidas na inventario estejam definidas por parametras (JESUS, 2001; JESUS;
SOARES, 2005]. 0 dinamismo & obtido através de manipulagéo direta sobre as
representagOes gue se apresentam na tela do computador [GRAVINA, 1998].

Nesta atividade, trabalhou-se com o grafico da fungdo seno f[x] = sen(x]
e utilizou-se o recurso do Winplot para fazer uma animacao. Inicialmente, fai
escrita a equacdo parametrica da fungéo seno, tal que [x, y] = (t, sin[t]]). No
Winplot, clica-se em Equacédo depais Ponto e escolhe-se um parametro (neste
caso, aj e escreve-se [x,y)=(a,sin[a]] (Figura 4].

Para animar o grafico e preciso indicar o intervalo no qual o parametro
deve variar (Figura 4]. Cligue em “Anim” no menu principal e selecione o
parametro [neste caso, a] que se deseja variar. Neste exemplo, 0 < a < 2x. Digite
0 na caixa de texto indicada na Figura 4 e cligue em def L para definir o extremo
esquerdo dos possiveis valores de a. Para definir o outro extremo do intervalg,
o direito, digite 2r na mesma caixa de texto e cligue em def R. Para visualizar a
animacéo clique em auto rev ou em auto cicl.

1
-

- | B> inventario [fungéo seno.wp2]
Neste exemplo,
(x,y) estd em

. : TR i funcdo do

pardmetro a

<) [ ]

7aa:] apoger | dupl | copiar | tobels | famiia |

""""" . _gtico | equoo | nome | ceive | veo | techa |

alor corrente de A [semnome.wp2]

g
il |
defL | auorev | auocicl| deiR

R -3 = I~ automostiar [23 slides fechar

Figura 4 - Animacéo do grafico da fungéo seno no Winplot
Fonte: A autora

Esse método de animar o ponto genérico facilita perceber o formato
da curva f(x)=sen(x] e permite, tambeém, escolher a velocidade da animacao.
Existem trés comandos para a visualizacdo da animacéao e todos sdo no teclado:

e digite a tecla R do teclado e mantenha-a pressionada para incrementar

\ a taxa de variacdo do parametro; )




Visualizagdo geomeétrica no plano e no espago com os recursos do Winplot Eliane Vigneron Barreto Aguiar

[ e digite a tecla L do teclado, mantenha-a pressionada para diminuir a taxh
de variagdo do parametro, bem como para fazer com que o parametra varie
rapidamente;

e digite S para finalizar a animacéo.

Superficies no Espaco Tridimensional

0 grafico de uma funcdo de duas variaveis € uma superficie que
representa o conjunto de todos os pontos no espaco tridimensional cujas
coardenadas cartesianas sdo dadas paor triplas ordenadas de numeros reais
(x, v, ). Alguns exemplos de graficos computacionais de superficies podem
ser vistos nas proximas atividades. Neste estudo serdo apresentados graficos
gerados com os recursos do Winplot.

Atividade 5: O Grafico de Superficies Tridimensionais

Nesta atividade o objetivo & a visualizacdo de superficies em graficos
computacionais. Essas superficies séo dificeis ou até mesmo impossiveis de
serem desenhadas caom lapis e papel (LEITHOLD, 1994].

Na Figura 5, foi construido o grafico da superficie z = seny. Para isso,
basta clicar no menu principal em Equacao, Explicita e digitar z = siny.

Arquivo Equacdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros

Figura 5 - Grafico de z = seny

\ Fonte: A autora )
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/ Na Figura 6, a superficie construida foi z = cos(x] + cos(y], com o mesmh
recurso usado na Figura 5.

(V0]

- semnome
Arquivo Equagdo Ver Mouse Um Dois Anim Outros
z = cos(x)+cos(y)

Figura 6 - Grafico de z = cos(x] + cos(y])
Fonte: A autora

Atividade 6: Construgéo de Algumas Superficies Quddricas

Nesta atividade, o objetivo principal é a visualizag&o espacial de algumas
superficies quadricas, bem como a compreensédo dos tragos dessas superficies.
Os tracos séo obtidos pela intersegéo da superficie com planos paralelos a um
dos planos coordenados. Em algumas construgtes séo utilizadas as equacdes
parametricas, visto que o grafico de uma fungéo de duas variaveis € uma
superficie em IR® e ndo uma curva.

Esfera

Para a construgao de uma esfera (Figura 7], de centro na origem, pode-
se utilizar as equactes parametricascom0=st<2x e Osusm:

x = sin(u) cos(t)
y = sin(u) sin(t)
Z = cos (u)

\_ J
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-

& Esfera E| @\ [z| \

Arquivo Equacdo Ver Mouse Um Dois Anim OQutros

(Xx,v,2) = (sin(u)cos(t),sin(u)sin(c),cos(u))
z

Figura 7 - Construcao da esfera
Fonte: A autora

A Figura 7 mostra uma esfera construida com os recursos do Winplot:
basta clicar em Equacdo depois em Paramétrica e digitar as equacoes
parametricas. Observa-se que os tragos sdo circunferéncias ou um ponto.

Hiperboloide de uma Folha

Na construgédo do hiperbaoloide de uma folha (Figura 8] foram utilizadas
as equactes parametricas:

x = cos (u)\/1+t?
y = sin (u)V/ 1 + t2

z=1

considerandg, neste exemplo, t pertencente ao intervalo [-3, 3] e u pertencente
ao intervalo [0, 2n].

\_ )
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/ (x,v¥,2) = (cos(u)=gr(l+t”2),sin(u)sgr(i+t™2),t) \

Figura 8 - Construcao do hiperboloide de uma folha
Fonte: A autora

Na Figura 8, & possivel visualizar essa construgéo com 0s recursos do
Winplot. Para isso, basta digitar as equacfes paramétricas da superficie e
determinar os valores maximas e minimos dos parametros u e t. Verifica-se
gue os tragos podem ser hipérboles ou elipses.

Cone Eliptico

Aconstrucdo de um cane eliptico (Figura 9), pode ser realizada utilizando-
se as equacBes parametricas [x,y,z] = [tcos[u], tsin[u], t] e determinando-se 0s
valores minimas e maximas para 0s parametros. Neste casg, 0s valores usadas
foram-3st<3e O0sus22n

Verifica-se que a intersecdo do plano z = 0 com a superficie € um Unico
ponto, a arigem. Os tragos da superficie nos planos z = k, onde k € um numero
real e k # 0, séo elipses. Os tragos nos planos x = 0 e y = 0 sdo pares de retas
concorrentes. Nos planos x = ke y =k, onde k € um numero real e k # 0, sdo
hipérboles [ROGAWSKI, 2009].

\_ J
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/ (x,v¥,z) = (tcos(u),tsin(u),t) \

y

Figura 9 - Construcao do cone eliptico
Fonte: A autora

Elipsoide

O elipsoide (Figura 10] foi construido utilizando-se as equagoes
parameétricas (x.y,z] = (cos[u]sin(t), 2sin(u]sin(t]), cos(t]] para0st<2ne 0=
u < 7. E os tracos podem ser elipses ou um ponto.

(x,v,2z) = (cos(u)sin(t),2sin(u)sin(t),cos(t))

Figura 10 - Construcdo do elipsoide

\ Fonte: A autora j




Programa Tecnologia-Comunicagdo-Educacdo: congregando agdes e saberes

[ Outras superficies como os paraboloides (eliptico e hiperbdlico] e UA
cilindras (parabalico, eliptico e hiperbalico] também foram construidos com
0 uso do Winplot. Alem disso, os estudantes construiram tambem algumas
superficies com “lapis e papel guadriculado”.

Construg6es com Ldpis e Papel Quadriculado

Um aspecto impartante do tragado feito a méo esta no aperfeicoamento
das construcBes das cénicas (elipses, hipérboles e parabolas) encontradas
nos tracos das superficies quadricas. Esse meétodo permite também uma
aprendizagem mais significativa de conceitos relacionados as superficies
guadricas: determinacao dos tragos por meio dos calculos necessarios e
identificacdo [ou recanhecimenta] das equaces das conicas obtidas.

Na Figura 11° esta representado geometricamente, com lépis e papel,
um elipsoide de equacdo x2+ y2+ 4z2= 10

gt

I, 4 e S SRS S Y —r )

58 T R0 i 5 R A O 1 O £

Figura 11 - Construcéo do elipsoide usando lapis e papel - elaborado pelo aluno A da
turma analisada

A Figura 12 mostra o grafico feito a méo, de um hiperboloide de uma
folha, de equacdo (*\* . Y\ _ (A\ . ;.
e 3) +(3) =@ +1

3 As figuras 11 e 12 mostram construcdes elaboradas por dois alunos da disciplina. Para este relato, os mesmos foram
\ nomeados A e B, evitando-se identificagdes pessoais.
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Figura 12 - Construcdo do hiperboloide de uma folha com lapis e papel

BREVES CONSIDERACGES FINAIS

0 ambiente de aprendizagem “lapis e papel” juntamente com o
ambiente computacional permitiu aperfeicoamento em aspectos diferentes
da aprendizagem do contetdo de Superficies Quadricas. A abordagem de
lapis e papel exige maior habilidade de criagdo da imagem mental enguanto
a abordagem computacional traz o resultado rapido e pronto dessa imagem.

0 software Winplat ofereceu recursos que permitiram ampliar a visao
plana na representacao de graficos de funcgfes, bem como a visualizagéo
espacial e geaométrica na representacdo de superficies tridimensionais.
Partanto, pode-se estabelecer para 0s estudantes oportunidades de
conhecer novos conceitos de maneira investigativa considerando aspectos
diferentes dagqueles com os quais estao acostumados. As conclusfes abtidas,
quando sdo cautelosamente orientadas pelo professor, contribuem para um

J

aprimoramento significativo da aprendizagem.

-
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